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Introduction 

The handbook is organised in three parts:  

• Part 1: General. 
It includes chapters 4 to 13, and provides general information on the structural stability. 

⎯ Chapter  4  addresses  the  history  of  stability  problems  starting  from  Euler  (1757), who 
investigated buckling of beams  as well  as of plates. More  recently, during  the past  50 
years,  the discrepancy between experiments and  linear buckling analysis as well as  the 
large  scatter  of  the  tests  stimulated  a  large  amount  of  research work.  The  focus was 
especially  on  the  influence  of  boundary  conditions,  of  the  nonlinear  pre‐buckling 
behaviour,  of  the postbuckling  behaviour  of  the perfect  shell  and  of  the  buckling  and 
postbuckling behaviour of the imperfect shell. 

⎯ In  chapter  5  the occurrence of different  types of  instabilities  are discussed on hand of 
relatively  simple  examples.  The  following  topics  are  addressed:  elastic  buckling  of 
columns;  buckling  of  thin  plates;  instability  of  axially  compressed  cylindrical  panels; 
structural behaviour of thin shells. 

⎯ The first scope of chapter 6 is to give a survey of all the types of analysis which could be 
used  for  the  study  of  stability.  A  simple  descriptive  presentation  is  provided  to  fix  a 
common language and a clear understanding. For rigorous derivation and comprehensive 
details, proper reference is indicated. A second scope is to categorize the phenomena of loss 
of stability, by indicating for each type the appropriate analysis to be performed.  

⎯ Chapter 7 addresses the following topics: linear elasticity and elastic properties; strength 
properties  and  hygro‐thermal  properties;  elastic  and  inelastic  material  behaviour; 
plasticity and damage; material testing methods, test data, and evaluation. 

⎯ Chapter 8 describes the design to stability and its verification by analysis. The following 
topics are  included:  the design development process; analysis pre‐work and  load  input 
data;  safety  concept  and  factors  of  safety;  dimensioning  load  cases  selection;  stability 
design  allowable  and  knock‐down‐factors;  analyses,  modelling,  and  design  aspects; 
procedure of design verification, including the determination of the margin of safety. 

⎯ Chapter  9  describes  the  influence  of  manufacturing  and  assembly  processes  on  the 
buckling load. 

⎯ In chapter 10 the use of the finite element method and the numerical procedures applied 
to  perform  a  buckling  or  post‐buckling  analysis  are  described with  a  focus  on  space 
applications. A guide to select the most adequate solution scheme is provided. 

⎯ This handbook promotes  the “Hierarchical High Fidelity Analysis” approach, which  is 
reported in chapter 11. In practice, in order to arrive at a reliable prediction of the critical 
buckling load and to make an estimate of its imperfection sensitivity which can be used 
with  confidence,  the  structural  analyst  should  proceed  step  by  step  from  simple 
analytical solutions (Level‐1) to more complex models and solution procedures (Level‐3). 
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This  chapter  provides  a  detailed  description  of  the  hierarchical  high  fidelity  analysis 
approach including a flow chart establishing a strategy to handle buckling phenomena. 

⎯ Chapter 12 is dedicated to the buckling experimental methods and design verification by 
tests. Experiments can explore the physical behaviour near buckling, at buckling and  in 
the post‐buckling range and they also yield empirical data upon which design guidelines 
can be based. The realization of the tests can be done at several levels: tests on elementary 
sample, tests on structural elements and test on full scale structure.  

⎯ The test instrumentation is described in chapter 13. It deals with measurement techniques 
in structural testing and measurement systems. 

• Part 2: Structural elements with examples 
It includes chapters 14 to 17, and it is devoted to structural elements with examples. It reports 
the mathematical  formulae  for calculating  the buckling  loads  for  the most common structural 
elements, loads and boundary conditions.  

⎯ Chapter  14  is  an  introductory  chapter  covering  the  following  topics:  static  versus 
kinematic  approach;  problems  requiring  nonlinear  analysis;  approximate  solutions  of 
bifurcation problems; computational tools for bifurcation problems.  

⎯ The  remaining  chapters  15,  16  and  17,  present  the  solutions  with  examples  for  the 
following structural elements: columns, beams, arches, and rings; flat and curved panels; 
closed shells. 

• Part 3: Structures 
It includes chapters 18 to 23, and addresses the “real world” structures. 

⎯ Chapter 18 is an introductory chapter describing the design, analysis and testing aspects 
of  large  aerospace  structures,  including  the  approach  for  the  mathematical  model 
correlation  and  validation.  Relevant  flow‐charts  and  examples  are  provided,  mainly 
related to the structure of the European launcher ARIANE 5. 

The remaining chapters 19 to 23 report various “large examples” provided by various European 
aerospace companies. 

⎯ The buckling analysis and test activities performed on the liquid hydrogen (LH2) tank of 
the ESC‐A ARIANE 5 stage are presented in chapter 19. 

⎯ Chapter  20  describes  the  Inner  Dome  of  the  ARIANE  5  Upper  Stage  ESC‐A.  This 
structure is subjected to compressive loads in case of internal pressure. For this reason the 
Inner Dome shell has been designed carefully against buckling. 

⎯ The  results of  the non‐linear  stability analysis performed on  the ARIANE 5 Front Skirt 
(JAVE) and its adjacent structures are summarized in chapter 21. The chapter presents the 
main  characteristics  of  the  mathematical  model,  including  the  definition  of  material 
models, loadings, geometric and physical imperfections and analysis technique. 

⎯ Chapter  22 presents  the  results  of  the  buckling  analyses  and  static  strength  tests  of  the 
Interstage 1/2 for the Vega launch vehicle. The Interstage 1/2 is constructed as monocoque 
and is buckling critical, hence the need to obtain accurate predictions for buckling strength, 
including the influence of initial imperfections. The Interstage 1/2 was qualified by a static 
load test, and then was further loaded to final failure in a rupture test.  

⎯ Finally, chapter 23 reports the results of the stability analysis of the 3rd‐stage skirts of the 
European launcher ELDO‐A. 
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1 
Scope 

The ECSS‐E‐HB‐32‐24 recommends engineering practices for European programs and projects. It may 
be  cited  in  contracts  and  program  documents  as  a  reference  for  guidance  to  meet  specific 
program/project needs and constraints. 

The  target  users  of  this  handbook  are  engineers  involved  in  design,  analysis  and  verification  of 
launchers  and  spacecraft  in  relation  to  structural  stability  issues.  The  current  know‐how  is 
documented in this handbook in order to make this expertise available to all European developers of 
space systems. 

It is a guidelines document; therefore it includes advisory information rather than requirements. 

 

 

2 
References 

Due to the structure of the document, each chapter includes at its end the references called in it. 
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3 
Terms, definitions and abbreviated terms 

3.1 Terms from other documents 
For the purpose of this document, the terms and definitions from ECSS‐S‐ST‐00‐01 apply. 

For the purpose of this document, the following terms and definitions from ECSS‐E‐ST‐32 apply: 
buckling 
design allowable 
design factor 
design limit load (DLL) 
design load (DL) 
design parameters 
design ultimate load (DUL) 
design ultimate stress 
design yield load (DYL) 
design yield stress 
detrimental deformation 
factor of safety (FOS) 
failure 
limit load (LL) 
relieving loads 
residual stress 
stiffness 
structural design 
structure 
ultimate strength 
yield strength 

For the purpose of this document, the following terms and definitions from ECSS‐E‐ST‐32‐10 apply: 
local design factor (KLD) 
margin policy factor (KMP) 
model factor (KM) 
project factor (KP) 
test factors (KA and KQ) 
ultimate design factor of safety (FOSU) 
yield design factor of safety (FOSY) 
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3.2 Terms specific to the present document 
3.2.1 buckling analysis 
method to study the equilibrium stability of a structure, based on eigenvalue problem analysis  

NOTE  The  most  general  approach  for  the  analysis  of  equilibrium  stability 
requires the study of non‐linear equilibrium and stability equations; the 
buckling analysis approach is usually based on specific assumptions and 
formulation which lead to solve eigenvalue problems.  

3.2.2 buckling mode or shape (with reference to buckling) 
changed deformed configuration of a structure, due to occurrence of buckling 

NOTE 1  Buckling mode  and  shape  is  defined  in  shape  and  amplitude,  depending 
from load level. 

NOTE 2  Buckling  mode  can  be  a  new  equilibrium  or  the  failed  structure 
configuration 

3.2.3 buckling modes or shapes (with reference to buckling analysis) 
eigenvectors associated to the eigenvalues of a buckling analysis  

NOTE  Buckling modes and shapes are defined only in shape, not in amplitude. 

3.2.4 buckling resistance 
limit state caused by loss of stability under compressive and shear membrane loads 

3.2.5 design buckling load 
buckling load multiplied by a design factor 

3.2.6 global buckling 
buckling whose buckling shape is affecting quite all the structure  

NOTE  Usually the global buckling causes structure collapse. 

3.2.7 local buckling 
buckling whose buckling shape is affecting only a minor part of the structure  

NOTE 1  Examples  of  local  buckling  are  intracel  buckling  of  sandwich,  inter  rivet 
buckling, and beam leg buckling  

NOTE 2  Usually  the  local  buckling  causes  load  path  changes  and  not  structure 
collapse. 

3.2.8 margin of safety (MOS) 
ratio of the buckling resistance and the design buckling load minus 1 
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3.3 Abbreviated terms 
The following abbreviated terms are defined and used within this handbook: 

Abbreviation  Meaning 
AIT  assembly, integration and tests 

CAD  computer aided design 

CAE  computer aided engineering 

CAM  computer aided manufacturing 

COG  centre of gravity 

DL  design load 

DLL  design limit load 

DOF  degree of freedom 

DRD  document requirement definition 

DUL  design ultimate load 

DYL  design yield load 

FCI  fracture critical item 

FEA  finite element analysis 

FE  finite element 

FM  flight model 

FMECA  failure mode, effects and criticality analysis 

FOS  factor(s) of safety 

FOSU  factor(s) of safety at ultimate 

FOSY  factor(s) of safety at yield 

LL  limit load 

KDF  knock down factor 

MOS  margin of safety 

NDT  nondestructive test 

NDI  nondestructive inspection 

PFCI  potential fracture critical item 

NOTE  Some additional abbreviated  terms which are used  in a specific chapter 
are defined at the end of the relevant chapter. 
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Part 1: General 
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4 
Overview 

4.1 Instability of structures: concepts and definitions 
The stability  is a property of  the equilibrium configurations of a given structure, subjected  to static 
and/or dynamic loads.  

The  equilibrium  is  said  stable  if  small  “pertubations”  do  not  cause  significant,  unexpected  and 
unwished  changes  of  equilibrium  configuration,  otherwise  the  equilibrium  is  said  unstable  (it  can 
change “abruptly”). 

Although  the  above  sentences  are  qualitative,  nevertheless  they  clearly  describe  the  experimental 
evidence  and  they  can highlight many key  aspects  related  to  the  concept  and  study of  stability of 
structures.  

Three facts deserve special attention. 

• First of all, the possibility of finding additional equilibrium configurations is strictly related to 
the nonlinear nature of  the  stability problem.  In  the  case of  linear  systems,  in  fact, only one 
equilibrium  configuration  exists,  which  can  be  changed  only  by  linear  relationships  of 
configuration parameters (e.g. loads and displacements). 

• Secondly, to study the stability of the equilibrium, it is necessary not only to find an equilibrium 
configuration, but also to study possible changes of these configurations, and stability equations 
need to be formulated for this purpose. These stability equations are also known as incremental 
equilibrium equations. 

• Finally, the study of changed configurations may or may not be performed in the time domain, 
i.e. stability may be investigated dynamically or statically. There are cases where only dynamic 
approach  is  appropriate  (e.g.  non‐conservative  systems);  however  the  static  approach  is 
adequate  for many stability problems of aerospace structures. Nevertheless,  the most general 
method relies on Liapunov’s dynamic stability definition. 

Various methods and techniques, which have been proposed and are necessary to properly study the 
stability  of  the  equilibrium  state,  are  discussed  in  detail  in  subsequent  chapters  (see  in  particular 
Chapter 6: “Analysis methods”). These concepts can be subdivided by the three criteria for defining or 
detecting instability of structures, which differ in complexity and generality [1]: 

a. The criterion of non‐trivial equilibrium state (see Chapter 6.5) 

b. The dynamical criterion (see Chapter 6.8) 

c. The total potential energy criterion (see Chapter 6.3) 

For conservative elastic systems all three criteria give identical results. 

Using the criterion of non‐trivial equilibrium state means to ask  if there is an adjacent configuration 
where equilibrium is achieved. This is the case, if the stability determinant of a system is equal to zero 
for a non‐trivial solution. The stability determinant can be obtained from the equilibrium conditions or 
by the second derivative of the energy function. The method does not work for problems of stability 
where there is no adjacent equilibrium state and for dynamical buckling in general.  
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The dynamical criterion is the most general approach. The idea is to determine if a system returns to 
the  initial  configuration  after  applying  a  deflection  or  if  the  deflections  increase  or  converge  to  a 
different configuration. Mathematically, this can be described by the frequency determinant and the 
so‐called Burchart determinant, which both have to be equal to zero. 

The most widely used  criterion  is  the  total potential  energy  criterion, which uses  the  fact  that  for 
stability the energy function must be a minimum and for instability it must be a maximum. Thus, the 
critical  state  is  reached, when  the  second  derivative  of  the  energy  function  is  equal  to  zero.  The 
disadvantage of this criterion is that it is restricted to conservative systems. 

All these concepts are now well established in today’s mechanics of structures, but an enormous effort 
has been dedicated  to understand and describe  the phenomenon. The history of  stability problems 
dates  back  to  Euler  (1757),  who  investigated  buckling  of  beams  as  well  as  plates.  Prominent 
researchers  like  Bernoulli,  Lagrange,  Navier  and  Kirchoff  further  developed  the  theory  of  plate 
buckling.  The  historical  overview  in  this  chapter  (and  the  bibliography)  gives  an  idea  on  this 
development, by focussing efforts and different concepts. 

4.2 Stability of columns, beams and plates 

4.2.1 Buckling of beams 
Euler [2] was the first one who solved the buckling problem of a cantilever beam in 1744 leading to his 
famous formulas. The corresponding eigenvalue problem can be solved easily for different boundary 
conditions (see e.g. [3], [4]). While Euler regarded the perfect column, Rivello [5] considered an initial 
geometric imperfection and concluded that for columns with measurable imperfections the buckling 
load  of  the  perfect  column  is  sufficiently  accurate.  Further, Rivello  determined  the  yielding  stress 
limits considering  linearly elastic and  idealized plastic material behaviour. Simitses  [6] showed  that 
Rivello’s curves in [5] can also be obtained if the geometric imperfection is replaced by an eccentricity 
of the applied load. 

Experimental evidence indicates that for a slenderness ration L A I 80>  Euler’s formulas are quite 

accurate, but  for  80 L A I 20> >   to get  reasonably accurate predictions of  the buckling  load  the 
use of Shanley’s  tangent modulus  theory  [7]  is recommended. For smaller slenderness ratios  failure 
occurs mainly by plastic crushing (see chapter 4.9). 

4.2.2 Lateral torsional buckling 
For beams that are bent with respect to their “strong” axis, further cases of instability can occur, if the 
torsional  rigidity  IT  and  the moment  of  inertia  Izz  are  relatively  small  compared  to  the moment  of 
inertia Iyy of the strong axis. Then, lateral buckling can occur, which means that the beam twists and 
deflects  out  of  the  loading  plane.  The  special  case,  that  the  beam  is  strained  only with  bending 
moments was first solved by Prandtl [8] and almost at the same time by Michell [9] in 1899. Further 
solutions were  given  by Timoshenko  [10], Nylander  [11]  and Kindem  [12]. Chawalla  [13]  showed 
some possibilities for practical applications of these solutions. 

The more  general  problem  of  lateral  torsional  buckling  under  bending  and  compression was  first 
mentioned  by Wagner  [14]  and  solved  by Kappus  [15],[16]  in  1937.  Thus,  design  rules  for  beams 
which  tend  to  lateral buckling could be adopted  in  the German guideline DIN 4114  [17]  in 1952. A 
multitude of solutions of the lateral buckling load for different load cases and boundary conditions are 
listed by Petersen [18]. 
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4.2.3 Buckling of plates 
If one regards a column as an assemblage of thin plates, the question of local stability of the assembly 
arises. This leads to the stability of in‐plane loaded thin‐walled shells and plates. 

First experimental tests on plates were executed by Fairbairn and Hodgkinson for the bridge projects 
of  Stephenson  in  1845,  the  Britannia  and  Conway  Tubular  Bridges  [19],[20].  The  first  one  who 
determined  the buckling  load of  a  simply  supported plate  analytically was Bryan  [21]  in  1891. He 
derived  the  critical  stress, which  depends  on  the  buckling  coefficient  kc. Gerhard  and  Becker  [22] 
calculated buckling coefficients for several combinations of boundary conditions and load cases. Coan 
[23]  studied  rectangular plates under uniformly displaced  loaded edges  including a half‐wave  sine 
initial  imperfection  and  using  a  large  deflection  theory.  He  found  that  the  axial  stress  of  the 
compressed plate is uniformly distributed over the cross section, but after buckling has occurred, the 
stresses  increase almost only  close  to  the edges of  the plate whereas  in  the middle of  the plate  the 
stresses maintain almost a constant magnitude equal to the buckling stress, if the plate is compressed 
further. If one assumes that the total load is carried by the stripes at the edges, one can determine the 
“effective width”. This concept was already described by Schuman and Back  [24],  then defined and 
theoretically derived by von Kármán  et  al  [25]  and  later  improved by Sechler, Cox, Maguerre  and 
others [26]‐[30] with experiments and theory. The concept of the effective width, which was proposed 
by  aeronautic  engineers,  was  adapted  to  civil  and  marine  engineering.  Several  theoretical  and 
experimental studies were added from all branches over the century (see e.g. [31]‐[36]). 

Because  for  plates  it  is  possible  to  increase  the  sustained  load  after  buckling,  the  post  buckling 
behaviour plays an  important role,  if one wants  to exploit  this  load carrying reserve.  Increasing  the 
load  after  exceeding  the  buckling  load  leads  to  a  change  of  the  buckled  form.  There,  one  can 
distinguish between minor and major changes in buckled form. A minor change is a gradual smooth 
change like the flattening of the transverse half‐wave, whereas a major change consists of an abrupt 
snap from one buckled form to another, like the increase in the number of waves along the direction of 
compression in a rectangular plate. The major changes in postbuckling pattern were already noted by 
Sechler [29], [30] and Stein [37],[38] who studied the change in wavelength with the aid of a simplified 
mathematical model. This phenomenon, which is often called “secondary buckling” in the literature, 
was subject of further investigations on plate buckling (see e.g. [39]).  

4.3 History of shell buckling 

4.3.1 Overview 
For  solving  the  buckling  problem  of  circular  cylindrical  shells  first  analytical  approaches  were 
published in 1908 by Lorenz [40], in 1910 by Timoshenko [41] and in 1914 by Southwell [42]. Improved 
methods were developed  in  the 1930ies, e.g.  the well‐known checkerboard approach of Flügge  [43]. 

Batdorf in 1947 [44] presented this curvature parameter  ( )2 / 1 2Z L Rt v= − , which made it possible to 

combine the cylinder dimensions and the material properties in such a way that the results of a series 
of buckling load calculations could be presented by a single curve. All papers mentioned are focussing 
on linear stability analysis methods for the bifurcation load of perfect cylinders. 

First  tests of  thin‐walled elastic cylindrical shells were performed  in 1933 by Lundquist  [45] and  in 
1934 by Donnell  [46]. During  the 1950ies and 1960ies a  large number of  tests  followed. The axially 
compressed  cylindrical  shell  represents  one  of  the  best  known  examples  of  the  very  complicated 
stability behaviour which can occur with thin‐walled constructions. The nature of the problem is well 
illustrated  in Figure 4‐1  [47], where  some of  the experimental  results  for  isotropic  shells have been 
plotted as a function of the  /R t (radius over wall thickness) ratio. As can be seen  in Figure 4‐1, the 
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tests reveal a wide scatter in the experimental results, with experimental buckling loads for very thin 
sh 1000 , say) as low as 20% of the theoretical vaells  R t > lues. ( /
In the absence of a better solution, for practical applications all current shell design manuals rely on 
the  so‐called  “Lower  Bound  Design  Philosophy”  that  has  been  in  use  for  over  50  years.  These 
references recommend the use of an “empirical knockdown factor” which is chosen such that when it 
is multiplied by the perfect shell buckling load, a “lower bound” to the appropriate part of the existing 
test data is obtained. The lower bound curve shown in Figure 4‐1 was proposed in 1965 for isotropic 
shells by Weingarten et al [47] as 

( )1 0.901 1
cl

P e
P

φ−= − −
 
for

 
1500R

t
<   4‐1 

where 
1

16
R
t
,  cl clφ = P R2 N

2EtN = ( )23 1c v= − .π= ,  cl cR
,   

Introducing the empirical knockdown factor γ  as 

( )1 0.901 1 e φγ −= − −   4‐2 

one obtains the well‐known critical buckling load formula for an axially compressed isotropic shell 

lc cP Pγ=   4‐3 

 

Figure 4‐1: Test results of axially loaded cylinders with different slenderness ratio 
(from [47]) 

The discrepancy between experiments and linear buckling analysis as well as the large scatter of the 

 behaviour of the imperfect shell.  

tests stimulated a large amount of research work during the past 50 years. The focus was especially on 
the  influence of boundary  conditions, of  the nonlinear pre‐buckling behaviour, of  the postbuckling 
behaviour of the perfect shell and of the buckling and postbuckling
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4.3.2 Boundary conditions and nonlinear pre-buckling behaviour 

rebuckling  for  eight  possible  combinations  of  edge 
support conditions. In the same year Almroth [52] published the results   a similar investig  for 
the  same  eight  combinations  of  edge  support  but  he  used  a  rigorous  solution  of  the  prebuckling 

tha
 but they cannot account for the large discrepancies between the theoretical 

of 

Initially, it was tried to explain the discrepancy by different boundary conditions or by the nonlinear 
pre‐buckling state which  is not covered by  linear analyses. Historically, Ohira  [48] and Hoff  [49]  in 
1961 were the first to publish papers where for simply supported boundary conditions (w = Mx = 0, 
Nx=‐N0) and using Nxy = 0 instead of v = 0 they obtained solutions of the linearized stability equations, 
which were about 50 percent lower than the classical solutions published by Lorenz, Timoshenko and 
Southwell. 

For free boundaries Nachbar and Hoff [50]  in 1962 published a paper where they obtained a critical 
buckling  load  of  37  percent  of  the  classical  solution. As  stated  all  theses  solutions were  based  on 
assuming a membrane prebuckling state. Hoff and Soong [51] in 1965 published the results of a very 
extensive  investigation  based  on membrane  p

of ation

problem. His results were in most cases 10‐15 percent lower. 

Thus, the conclusion from these results is  t boundary conditions can have a significant influence on 
the buckling load obtained,
predictions and the available experimental results by themselves. 

4.3.3 Postbuckling of the perfect shell 
The development of nonlinear buckling theories was an important progress towards interpretation of 
the test results. The basic equations were formulated in 1934 by Donnell [46] and were not restricted to 
small deformations. The quadratic  terms of  the  radial displacement w were  taken  into account. For 
solving  the nonlinear equations  the energy method was used and approximations  for w  in  terms 
trigonometric  series were made. Based  on  these  equations  von Kármán  and  Tsien  performed  first 
postbuckling analyses of axially  loaded cylinders already  in 1941 [53]. The solution of  the nonlinear 
Donnell type shell equations based on a Ritz technique showed for the first time that for certain values 
of  the  loading  parameter  λ  (=  P/Pcl)  there  exist  three  possible  equilibrium  configurations  [53](see 
points  G‐A‐C  in  Figure  4‐10a).  The  form  of  the  assumed  radial  displacement  w  was  based  on 
experimental evidence consisting of three parts 

( ) ( ) ( )0 1 1 2 2, , ,w x y f f w x y f w x y= + +   4‐4 

where  f0  is  introduced  in  order  to  allow  the  shell  to  expand  radially, w1  represents  the  diamond 
shaped stable postbuckling pattern and w2 the asymmetric chess‐board like bifurcation buckling mode 
of the classical theory. 

Leggett and Jones [54], Michielsen [55], Kempner [56] and Almroth [57] calculated the load shortening 
curve with an  increasing number of coefficients. The potential energy was minimized not only with 
respect to these coefficients but also with respect to the  xl  and  yl , the lengths of the buckles in axial 

and circumferential direction, respectively. The buckling load decreased from 34 percent of the linear 
buckling load (according to von Kármán and Tsien) to only 10,8 percent (according to Almroth) (see 
Figure 4‐2). An overview of  the  results was given by Hoff  [58]. The  search  for  improved  solutions 
came  to  an  end  in  1965  by  the work  of Hoff, Madsen  und Mayers  [59].  They  revealed  that  the 
postbuckling load tends towards zero when the number of coefficients is increased more and more. 

Thielemann and Esslinger confirmed by theoretical and experimental investigations, that the buckling 
load decreases with increasing length of the cylinder [60]. For the infinitely long cylinders investigated 
so  far,  the  length  xl   of  the buckles  in  axial direction  could  become  even  larger  than  the  cylinder 

length due  to  the missing boundary conditions. Realistic postbuckling  loads could only be achieved 
by  taking  into account  the  finite  length of  the cylinder. Moreover,  so  far only  regular postbuckling 
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patterns were  assumed,  that  spread  over  the whole  cylinder  surface.  Test  of  cylinders with  finite 
length revealed a locally concentrated pattern, usually with two rows of buckles along the length. (see 
Figure  4‐3).  In  1955  Yoshimura  [61]  confirmed with  simple  approximate  calculations  that  a  finite 
cylinder  tends  to  buckle  with  a  concentrated  pattern.  The  deformation  mode  with  concentrated 
buckles  has  a  lower  energy  content  than  the  regular,  so‐called  von Kármán  postbuckling  pattern. 
Esslinger [62] developed a theory for describing the concentrated pattern by taking  into account the 
boundary  conditions.  The  postbuckling  curve with minimum  shortening was  assumed  to  be  the 
appropriate one.  

Investigations on axially loaded cylindrical shells showed that instable equilibrium modes exist in the 
postbuckling  regime  showing  small  radial  displacements  and  loads  below  the  buckling  load. 
Therefore the shells were sensitive to perturbations. The large scatter of results can also be traced back 
to  this  phenomenon.  The  structural  behaviour was  explained  by  Esslinger  [63]  using  the  idea  of 
perturbations and  restoring  forces. According  to  that  in a axially  loaded beam only  the bending  in 
axial direction  creates back  tracing  forces, whereas  in  a plate  an  additional  force  is present due  to 
bending in transverse direction. In cylindrical shells the circumferential membrane force generates an 
additional back tracing force and thus leads to very high buckling stresses. However, the support by 
the membrane  forces  is  strongly  influenced  by  mall manufacturing  imperfections. The  support  is 
ve  an
carrying capa cal buckling load. 

s
ry much weakened  in  the postbuckling  regime

bility below the theoreti
d  finally vanishes  fully,  thus  leading  to a  load 

  

Figure 4‐2: Calculated postbuckling 
curve (from [117]) 

Figure 4‐3: Postbuckling pattern of axially 
loaded mylar cylinder (from [60]) 

In  the  theoretical  work  either  load  or  displacement  was  applied  to  the  cylinder,  whereas  the 
experiments were displacement driven in order to not damage the structure. When the buckling strain 
was reached  the  load decreased momentarily at constant strain. The cylinder achieved a new stable 
equilibrium mode  at  a  load well below  the buckling  load. The highly dynamic  transition  from  the 
stable prebuckling to another stable postbuckling mode was visualized by Almroth et al. in 1964 [64] 
and Esslinger in 1970 [65] using a high speed camera. Starting from an initial single buckle the buckles 
spread  over  the whole  surface  of  the  cylinder.  Several unstable deformation patterns were passed 
before the stable postbuckling mode, as depicted in Figure 4‐3, was reached.  
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Figure 4‐4: Postbuckling curves ([69]) 
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Table 4‐1: Chronological overview of papers providing full load shortening curves 
for imperfect cylindrical shells (from [71]) 

Authors  Literature  Year  Imperfection pattern  plitude Am
Donnell, Wan  [69]  1950  Affine to postbuckling pattern  variable 

Pflüger  [72]  1962  Affine to critical eigenmode  R/200 

Arbocz et al.  [73], [74]  1969/74  Measured imperfection pattern  measured 

Esslinger, Geier  [75]  1972  Affine to mode of characteristic 
postbuckling curve 

variabel 

Yamaki  [76]  1972‐84  Different meridian shapes  variabel 

 

Table 4‐2: Chronological overview of papers describing the asymptotic 
postbuckling behaviour (from [78] 

Authors  Literature  Year  Imperfection pattern  Amplitude
Koiter  [66], [84]  1945  Eigenmode affine imperfections  varying 

Koiter  [85]  1963  Axisymmetric imperfections  varying 

Tennyson, 
Muggeridge  [86]  1969  Local axisymmetric imperfection  varying 

Yamaki  [76]  1984  Affine to characteristic postbuckling shape  varying 

Jürcke  [87]  1985  Affine to periodic eigenmode  varying 

 

 

Figure 4‐5: Equilibrium paths for symmetric postbuckling behaviour 

KOITER introduced for his asymptotic approach a series expansion near the lowest (critical) eigenvalue 
λ = λc of the structure. The  initial postbuckling path  is described using the  load parameter λ and the 
normalized amplitude ξ of the first buckling mode by 
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2/ 1 a bcλ λ ξ ξ= + + +K   4‐5 

where  
case a = 0 follows, whereas the coefficient b, the so‐called b‐factor, determines the structural behaviour 

ini   of  b > 0  the  load  can  be  further  increased  after  having 
 

buckling coefficients a and b only depend on the perfect shell. Without 
knowing  shape  and  amplitude  of  the  imperfections  a  qua tative  prediction  can  be made   the 
imperfection sensitivity of the structure in the initial postbuckling regime. 

In  the design process  the  influence of, usually unknown,  imperfections has  to be  taken  into account 
properly so that a safe structure  is constructed. Ty cal guidelines  like NASA SP‐8007 [88] or DASt‐
R  
knowledge  about  pattern  or  even ns.  Measuring  imperfections  and 
introducing  them  into  the numeric promises  less  conservative design 

lso  those  test  results  influence  the 
design, which are not relevant for the structure under consideration due to its specific manufacturing 

re

 on the same test results, and the knock‐

g

 a and b are called the first and second postbuckling coefficient, respectively. For the symmetric

in  the  tial  postbuckling  regime.  In  case
reached  the  branching  load. Thus  the  structure is  insensitive  to  imperfections.  For  the unstiffened 
cylindrical shells b < 0 applies, which means that the structure collapses when reaching the load λc and 
instable  equilibrium modes  exist  at  lower  load.  (see  Figure  4‐5). The  asymptotic  approach  has  the 
attractive feature that the post

li   of

4.4 Design load for thin-walled isotropic shells 

4.4.1 Overview 

pi
ichtlinie 017  [89] recommend very conservative knock‐down  factors, however,  they do not require

  amplitude  of  the  imperfectio
al  analysis  is very  costly,  but 

loads. A definition would be highly desirable of a physics based design  load, which quantitatively 
describes imperfection sensitivity without requiring knowledge of the real imperfections. 

4.4.2 Empirical knock-down factors 
Empirical  methods  were  used  for  designing  axially  loaded  cylindrical  shells,  since  adequate 
theoretical analysis methods were missing, which could cover the influence of realistic imperfections. 
The  first attempt  to describe  the  loading capacity by evaluating existing  test results using statistical 
methods was made in 1957 by Harris et al. [90]. Almroth et al. [91] determined the knock‐down factor 
as  a  function  of  the  radius  to wall‐thickness  ratio  for  different  safety  levels  P  (see  Figure  4‐6). A 
disadvantage  of  these  statistical methods  is  the data  basis,  i.e.  a

procedu  or its very different size [91]. 

Very conservative guidelines were established based on  such  statistical  investigations.  In aerospace 
engineering NASA SP‐8007  (see  [92])  is still used  for designing axially  loaded cylinders,  the knock‐
down  factors  are  depicted  in  Figure  4‐1.  The  guideline  DASt‐Richtlinie  017  is  applicable  to  steel 
structures in all engineering applications. The knock‐down factors in both guidelines are based on test 
results [94], the statistical evaluation of which is not specified in detail [47]. Grimmelt et al [93] drew 
the conclusion, that the guidelines are at least partially based
down factors of NASA SP‐8007 are 90%‐fractiles, the ones in DASt‐Richtlinie 017 are 99,9 fractiles. A 
summary of  uidelines used by NASA for different shell geometries is given by Nemeth and Starnes 
[92]. 
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Figure 4‐6: Empirical kno wn factors for axially loaded cylinders (from [91]) 

4.4.3 The Southwell method 

ck‐do

In  1932  Southwell  published  a method which  allows  determining  the  buckling  load  of  a  perfect 
column from experimental tests [95]. He found a linear relation of the lateral displacement δ and the 
ratio of δ and the axial force P

  
( )0

1

EP P

δ
δ δ= +   4‐6 

where δ0 is the amplitude of the initial geometric imperfection and PE the buckling load of the perfect 
column.  The  plot  δ/P  versus  δ  (see  Figure  4‐7)  is  called  the  Southwell  plot  and  its  inverse  slope 
corresponds to PE. Hence, with the measurement of  and P in tests it is possible to determine PE, the 
buckling load of the perfect column. 

For

 δ

 further details the interested reader should consult chapter 4 of [96]. 

 

Figure 4‐7: Von Kármán’s data on compressed columns plotted in the linear form 
by Southwell (from [95]) 
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Roorda  showed  that  the  extension  of  Southwell’s method  to  plates  does  not work  in  general,  but 
depends  on  the  post  buckling  behavior  of  the  regarded  structure  [97]. He  noted  that  considering 
nonlinear effects the  lines  in the Southwell plot are not straight. Donnell [98], [99] was the first who 
applied the Southwell method to cylindrical shells, followed by other investigators, who applied the 
method to  . [100]‐[101]). 

The exten  Southwell’s me lastic region se  be impossible a ng 
showed  in  1948  that  the  application  to plastic buckling of  columns  is possible providing  that Er  is 
constant [102] where Er is a combination of the elastic modulus and the tangent modulus in the plastic 
region. This was confirmed by Singer [103]. Without theoretical evidence, the Southwell method has 
also been applied to plastic buckling of shells (see e.g. [104]‐[106]). 

4.4.4 Numerical analysis wi  realistic geometrical imperfections 
The  main  emphasis  in  the  literature  was  on  geometrical  imperfections  since  they  were  made 
responsible for the large discrepancy between analysis and test. However, without a priori knowledge 
of  the  shape and  amp tude of  the  imperfections  they  cannot be  taken  in  account  in a numerical 
analy ter   Schm efine three dif aches for choo  
impe ating, worst ic imperfection

Realistic geo etrical  imperfections   numerical analysis are   that  they describe  existing 

manufacturing processes statistically result   imperfections [73], [108]. Methods for 
accurately measuring imperfections of cylindrical shells and for formulating them as two‐dimensional 

st buckling load [107]. Initially, eigenform affine patterns were assumed to 

several types of shells (see e.g

sion of thod to the ine ems to  priori, but Wa

th

li
and

to
 sis. Winterstet

rfections: stimul
idt [107] d
 and realist

ferent appro
s. 

sing geometrical

m in a   such,   the
prebuckling  deformations  as  good  as  possible  [107].  This  approach  assumes  that  specific 

in basically the same

Fourier series were developed by Arbocz, Babcock, Sechler [70]. For proving practical applicability a 
cylindrical  shell  with  ten  feet  diameter  and  stiffened  in  circumferential  and  axial  direction  was 
measured by Arbocz and Williams [109]. All imperfections were stored in data banks [110]. Assuming 
a certain safety level and using statistical methods the load capacity of imperfect shells was predicted. 
While Velds et al. [111] used the „Monte Carlo“ method, Elishakoff and Arbocz [112] applied the First 
Order Second Moment (FOSM) method (see also [113]‐[115]). Coupling of stochastic methods with the 
finite element methods was first demonstrated by Chryssanthopoulos [116]. 

4.4.5 Numerical analysis with worst geometrical imperfection 
The objective of this approach was to find the imperfection pattern, which for a certain imperfection 
amplitude caused the lowe
be worst imperfections, later axisymmetric imperfections were believed to show this behaviour [117]. 

In Koiter’s general theory the imperfection pattern was assumed to be the critical buckling mode. With 
given b‐factor and imperfection amplitude  / tξ δ=  the knock‐down factor could be calculated from  

( ) ( )
3/ 2 1/ 2

1/ 23 3
1

2
s s

c c

bλ λξ
λ λ

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠                     0b <   4‐7 

(see Figure 4‐8, where  /P Ps s cλ =  and  / tξ δ=  ). This equation was first presented by Koiter [66], for 
its derivation most authors refer to Cohen [118]. This approach was used by Hutchinson and Amazigo 
[119] and by Hutchinson and Frauenthal [120] in their work on eccentrically stiffened shells.  

The influence of axisymmetric imperfections was investigated by Koiter using a specific theory [85]. It 
was  further developed  by Tennyson  and Muggeridge  [86]  for  local  axisymmetric  imperfections. A 
good overview of the many publications regarding the influence of geometrical imperfections on the 
buckling  behaviour  of  axially  loaded  cylindrical  shells  is  given  by  Hutchinson  and  Koiter  [121], 
Tvergaard  [83],  Budiansky  and Hutchinson  [122]  and  Pignataro  [123]. Deml  [124]  developed  a  FE 
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code, which  calculated  by  rigorous mathematical methods  the worst  imperfection pattern  for  each 
specific shell geometry. For axially loaded cylindrical shells the result was a single buckle (see [124]‐
[126]). 

 

Figure 4‐8: Imperfection sensitivity as a function of b‐factor and imperfection 
amplitude [119] 

4.4.6 Numerical analysis with stimulating imperfections 

As  an  alternative  to  geometric  imperfections  it was  attempted  to  establish  a  physics  based  lower 

 (see Figure 4‐9 a‐b). The simple criterion assumed that 
energy  from  an  outside  perturbation  initializes  buckling,  but  cannot  be  transferred  to  the  system. 

ting,  that 
ning‐curve 

While the scope of realistic geometric  imperfections was to  introduce existing  imperfections into the 
numerical model, stimulating imperfections were meant to provide simple geometric patterns, which 
stimulate the real physical behaviour of the shell and thus provide realistic results for the knock‐down 
factor  [107]. Often axisymmetric or  eigenform affine  imperfections were  selected  for  this approach. 
Recommendations for the amplitude of imperfections are given in the guidelines DASt‐Richtlinie 017 
[89]  and  ENV  1993‐1.6  [127]. However,  this  often  results  in  a  very  conservative  design  [128].  The 
influence  of  local  axisymmetric  imperfections  resulting  from welding  seams were  investigated  by 
Pircher  et  al.  [129]‐[131],  Jürcke  et  al.  [132], Teng  and Rotter  [133], Hautala  and Schmidt  [134]  and 
Bornscheuer et al. [135]. 

4.4.7 Physics based design load 

bound for the load capacity. Starting from a closed form solution for the load‐shortening‐curve Tsien 
[136] formulated a simple energy criterion. Failure should occur at a load where the whole potential 
energy before and after buckling  is the same

Tsien  [137]  in 1947 released  this assumption and developed a stronger energy criterion sta
under  outside  energetic  perturbation  failure  can  occur  at  the  earliest,  if  the  load‐shorte
begins  to  show  multiple  equilibrium  configurations  (see  Figure  4‐9c‐d).  Brendel  compared  these 
energetic criteria with many experimental investigations and concluded, that this approach had only 
limited success in providing bounds for the test results [138]. 
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Simple energy criterion  Strong energy criterion 
load  shortening  load  shortening 

    
Source: [136]  [136], [61]  [139], [137]  [137], [75] 

(a)  (b)  (c)  (d) 

Figure 4‐9: Lower bound for the buckling load derived from load‐shortening‐curve 
(from [138]) 

In general Kármán and Tsien [139] defined failure as the transition from the stable prebuckling to the 
stable  postbuckling  configuration  (point  G‐C,Figure  4‐10).  To  overcome  the  “energy  barrier” 
represented by the unstable portion of the postbuckling path, they relied on the external disturbances 

critical shortening as progressive load capacity (load in 

 related deformation pattern vSt (perturbation vector)  is calculated which  is required 
for transition from a defined stable prebuckling reference configuration (point G, Figure 4‐10a) to an 
adjacent  equilibrium  configuration. Thus,  if  there  is  sufficient  energy ΠSt  available  the  transition  is 
from  the  stable prebuckling  to  the  stable postbuckling  configuration  (point C) passing  the unstable 
postbuckling configuration (point B). The relation between perturbation energy ΠSt and knock‐down 
factor ρ results from a large number of calculations (see Figure 4‐10b). The perturbation energy level 
determines   imperfection sensitivity of a certain structure and is derived from experiments. Using 
this value the knock‐down factor and the design  load can be evaluated using the diagram  in Figure 
4‐10b. The perturbation vector can be interpreted as worst imperfection pattern.  

always  present  around  the  test  set‐up.  Since  it  is  difficult  to  determine  the  magnitudes  of  the 
disturbances in advance, it has been suggested to use the minimum of the postbuckling curve as a safe 
design value  in practical engineering application. Motivated by own experimental  results, Esslinger 
[63] came to the same conclusion, that the  load capacity  is equal to the minimum postbuckling  load 
(load  in  point N,  Figure  4‐9c).  Later  Esslinger  and  Geier  suggested  the  postbuckling  load  at  the 
minimum shortening as conservative load capacity (load in point N, Figure 4‐9d) and, together with 
Garkisch, the maximum load at minimum post 
point G) [75]. The design load derived from tests by Esslinger is equal to the predictions of the strong 
energy criterion by Tsien. 

Continuing the failure definition of Kármán and Tsien, in the perturbation energy concept of Duddeck 
et al. [140] using a nonlinear eigenvalue analysis the minimum deformation energy ΠSt (perturbation 
energy) and the

the

36 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

 

Figure 4‐10: (a) Load shortening curve with related perturbation energy; (b) 
relation between perturbation energy and knock‐down factor  

Basic contributions to the perturbation energy concept were provided by Hillmann [141], Wagenhuber 
[142] and Dinkler  [143]. Based on  this, Tranel  carried out many numerical  investigations on  elastic 
cylindrical shells [144]. Schäfer [145] and Spohr [146] extended the scope of the concept to cylinders 
with plasticity, Knoke  to cylinder cone configurations  [147]. According  to Knebel  [148]  the question 
remains open, whether always the closest neighbouring configuration is found.  

Rottner  et al.  [149],  [150] applied a dynamic  start deflection  to  the  reference  configuration. A  large 
number of simulations was run to detect the critical energy, which is required to stimulate transition 
to  a  neighbouring  equilibrium  configuration.  Similar  to  the  perturbation  energy  concept  the  load 
capacity can be determined by an energy threshold. 

stbuckling  load  and  therefore by  far  too  conservative  (Brendel 
[138]). The method of direction dependent reduced membrane buckling  is a  further development of 
the quasi strain free bending. A part of the membrane energy remains in the structure, which results 

g  load. Wittek  [153] states  that  this method provides a 

s       ab

Further  concepts  tried  to  explain  the  influence of  imperfections with  a  reduction of  the membrane 
stiffness  [151]‐[153]. The concept of quasi  strain  free bending by Fritz und Wittek  [154]  regards  the 
energy distribution at the critical buckling point and from that draws conclusions to the postbuckling 
behaviour. According to Fritz and Wittek the whole membrane effect disappears at the buckling point, 
and  the energy balance comprises only bending parts  in  the postbuckling  regime. Then,  the design 
load  is  lower  than  the minimum po

in a somewhat higher minimum postbucklin
good approximation of  the minimum postbuckling  load  for  such  shell  structures,  that do not have 
multiple mode  switches  before  reaching  the  postbuckling minimum  and  that  have  almost  linear 
prebuckling behaviour. However,  these prerequisites are not  fulfilled by  the unstiffened cylindrical 
shell. 

The basic idea of the lower bound theory developed by Bati ta and Croll [155], [156] is compar le to 
the direction dependent reduced membrane buckling method. The approaches only differ in the parts 
of membrane energy taken into account. 

4.4.8 Overview of different approaches for modelling imperfections 
The knock‐down factors for shells of isotropic material recommended in existing guidelines lead to a 
very  conservative  design  and  do  not  take  into  account  pattern  or  amplitude  of  the  existing 
imperfections. Geometrical imperfections can be covered in the numerical analysis when pattern and 
amplitude are measured and a probabilistic evaluation is performed. However, this approach is costly 
as  it  should  be  adopted  to  each  manufacturing  process  anew.  For  the  approach  with  worst 
imperfection the pattern is computed with high numerical effort. Amplitude or perturbation energy is 
specified or derived  from  tests. For using  imperfection perturbations, pattern and amplitude should 
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be  specified  such  that  a  realistic  load  capacity  is  predicted.  As  before,  this  specification  is  very 
difficult,  since often  sufficient  test data  for validation  are missing. Some  approaches  for predicting 
physics based design loads were derived from observing the structural behaviour. The significance of 

ons.
homogeneous  load  introduction occur  in  reality. 

Already in 1932 Flügge [43] investigated the influence of inhomogeneous loads p = p0 + p1⋅cosϕ acting 
on both boundaries on  the buckling of  isotropic cylindrical shells  (see Figure 4‐11a). He concluded, 
that assuming constant load  Nardo [157] published 
analytical  i mferential 
direction. For the same r later their results of 
numerical  calculation loading,  which  was 
developed in a Fourier series in circumferential direction, were developed in 1974 by Peter [159]. All 
mentioned  publications  drew  the  conclusion  that  the maximum  ordinate  of  the  load  distribution 

the integral loading. 

Uniform  loading,  interrupted by unloaded areas  (see Figure 4‐11b) was numerically  investigated by 
tio µ of the length of the loaded boundary to the circumference was varied 
ckling load was determined. Limit states for µ are uniform loading (µ = 1) 

 Surprised 

the results cannot be fully assessed so far. It can be stated that for isotropic shells so far no alternative 
to the traditional knock‐down factors has been established.  

4.5 Influence of non-traditional imperfections 
In  literature „imperfections“ are mostly understood as geometrical  imperfecti  Beside deviations 
from perfect geometry  also deviations  from  ideal, 
These non‐traditional imperfections can also significantly reduce the buckling load. 

ing p=p0+p1 leads to a safe design. 1959 Abir und
nvestigations  on  cylindrical  shells with  axial  thermal  stress  varying  in  circu

 problem Bijlaard and Gallagher [158] presented one yea
s.  Analytical  solutions  for  cylinders  with  general  axial 

determines the buckling load rather than 

Guggenberger [160]. The ra
and its influence on the bu
and a single load (µ → 0). Even small unloaded areas resulted in significant reduction of the buckling 
load compared to uniform loading. Boundary imperfections due to uneven support were investigated 
numerically and  experimentally by Ummenhofer  [161] and Knebel  [148]  (see Figure 4‐11c). Also  in 
this case significant reductions were observed. 

Thielemann, Esslinger  and Geier  already  in  the  1960ies  ran  tests  on  cylinders  from mylar  foil  (see 
Figure  4‐11d).  The  boundary  perturbation was  realized  by  placing  pieces  of  thin  cigarette  paper 
between cylinder and load introduction ring at different positions along the circumference.
by drastic load reduction, the authors carried out a large number of further tests, which confirmed the 
initial result. 

    

(a)  (b)  (c)  (d) 

Figure 4‐11: Different methods of applying non‐uniform loading 

In the 1980ies Geier, Zimmermann and Klein tested the structural behaviour of anisotropic composite 
shells first under uniform loading [162]. Then they introduced load imperfections using thin metallic 
plates (shims) [163]. For composite shells they detected  imperfection sensitivity with respect to fibre 
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orientations and stacking sequence, similar  to shells under uniform  loading  [164]. A comprehensive 
evaluation and numerical analysis of  these  so‐called  shim  tests was  initiated by Hühne et al.  [165]. 
Practial relevance of non‐uniform  loading for the ARIANE 5 design was highlighted by Albus et al. 
[166].  

4.6 External pressure and torsion on cylindrical shells 
Subsequent to his studies on plate buckling Fairbairn was the first who carried out extensive and well 
documented experiments on cylindrical shells under external pressure in 1858 [167]. His experiments 
and formulas were the basis of boiler design and further research for the following decades. In the last 
decades of the 19th century Bach carried out a multitude of buckling experiments on several structures 

  tests on ck lls executed

o

The first notion of ʺdynamic bucklingʺ can be traced to the investigation of Koning and Taub [188]in 
the  early  30ʹs.  Further  monographs,  which  treat  the  various  aspects  of  dynamic  buckling  were 
published  by  Bolotin  [189],  Lindberg  and  Florence  [190],  Simitses  [191]  and Ari‐Gur, Weller  and 
Singer [192]‐[194]. 

There  are  two  different  phenomena, which  are  assigned  to  the  term  “dynamic  buckling”  in  the 
literature in general [178]. The first one is the response of a structure to oscillating loads, which is also 
associated to the term “vibration buckling” and “parametric resonance”. It deals with the effect that 
the  transverse  vibration  of  a  beam  becomes  unacceptably  large  at  a  critical  combination  of  load 
amplitude,  load  frequency and structural damping. This phenomenon was studied by Bolotin  [189], 
Simitses [191] and as well by Evan‐Iwanowski [195]. More attention was paid to the phenomenon of 
the  transient  response   pulse  load  i.e. dynamic buckling under  impact ds.  It was  found  that, 
unlike  under  static  load g  “dynamic  buckling”  depends  on  both  magnitude  of  loading  and  its 
duration. Depending  on  duration,  usually ill  buckle  under  loads  the magnitudes  of 
wh e. 
Ho  a 
structure can bu pic was already 

including spherical and torispherical shells [168]. Further comprehensive test on tubes under external 
pressure  were  executed  by  Carman  [169]  and  Steward  [170].  With  the  results  of  the  empirical 
investigations Steward developed design rules, while Carman showed  that  for  thin shells analytical 
determination of the buckling load gives passable results. The first theoretical treatment of shell under 
external pressure was published by Southwell [171], [172] and almost at the same time by von Mises 
[173]. Their predictions of buckling loads gave good results for a set of thin‐walled steel shells tested 
by von Mises [174], but did not agree with the various     thi er she  at that time. In 
1932  Saunders  and Windenburg  [175]  published  a  report  about  the  problems  and  necessities  in 
modeling and testing shells. Later studies on shells under external pressure are the experimental and 
theoretical  w rks  of  Tokugawa  [176]  and  Sturm  [177],  which  included  stiffened  shells.  For  an 
extensive summary of the history of shell buckling under external pressure the reader should consult 
chapter 9 of [178]. 

The problem of cylindrical shells under  torsion was first solved by Donnell [179], who obtained  the 
critical  stress using his  famous Donnell  equations. Batdorf  et  al.  [180] determined  a more  accurate 
solution by applying a Galerkin approach to Donnell’s equations. Further solutions using the Donnell 
as well as the Flügge equations are given by Yamaki [181]. The corresponding post buckling problem 
was treated theoretically by Loo [182], Nash [183] and Hayashi [184] and experimentaly by Nash [185], 
Weingarten [186] and Yamaki [187]. 

4.7 Dynamic buckling 

to a
in

  loa

  a  structure w
ich  are higher  than  its  static buckling  load. The  shorter  the duration  the higher  the magnitud
wever, within s range of loading duration corresponding to the structure’s first lateral frequency

ckle under loads that are smaller than its static buckling load. This to
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investig ed by Koning and Taub  [188], but onlyat   in  the  last  three decades a basic understanding of 

of  small  lateral  geometric  imperfections.  Based  on  simple 

  [200],  which,  amongst  others,  was 

buckling  under  impulse  loads  has  been  developed,  supported  by  the  development  of  high‐speed 
electronics and photographic instrumentation [191], [192] 

It has already been recognized by Koning and Taub [188] that the definition of dynamic buckling  is 
only  possible  under  consideration 
imperfection  sensitive models,  Budiansky  and Hutchinson  [196],  [197]  proposed  some  theoretical 
criteria and estimates for dynamic buckling loads. Further definitions of dynamic buckling are given 
by Hoff  [198],  Lindberg  and  Florence  [190]  and Maymon  and  Libai  [199]  and  in Chapter  6.8. An 
energy  based  criterion  is  given  by  Humphreys  and  Bodner
discussed and compared in detail by Simitses [191].  

For more information on dynamic stability analysis the interested reader should consult Section 6.8. 

 
(a) column supporting oscillating load,  

axial load; from [190] 

4.8.1
Since stiffeners or  ribs very significantly  increase  the buckling  loads of plates, stiffened plates have 

imoshenko’s  investigations  in  the  first decades  of  the  20th 
  ( e  thirties,  forties  and  fifties many  studies were  primarily 

e  disasters  in  Europe  and 

design  method  for  stiffened  cylindrical  shells,  based  on  very  few  test  results.  In  the 

(b) a long column subjected to a sudden applied 

Figure 4‐12: column subjected to dynamic load 

4.8 Stiffened shells 

 Overview 

been  extensively  studied,  starting with T
century see  [201],  [202]  and  [203]).  In  th
motivated by aircraft design  (for example  [204],  [205]) as well as by civil engineering problems  (for 
example [206], [207]) Marine engineering stimulated much of the research on stiffened panels  in the 
sixties  and  seventies  (for  example  [208]‐[210]),  and  the  1970‐71  bridg
Australia added their inducement to studies that continued into the nineties and beyond.  

Stiffening cylindrical shells by stringers in axial direction or by frames in circumferential direction not 
only increases the theoretical buckling load but also decreases imperfection sensitivity [120], [211]. The 
stiffening  influence  mainly  depends  on  geometrical  parameters  (cross  section  and  distance  of 
stringers, skin thickness, see Weller und Singer [212]) , on eccentricity (inside or outside stiffeners) and 
on  the  stiffening direction  (axial  or  circumferential). Already  in  1949,  Shanley  [213]  gave  a  purely 
empirical 
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following, Peterson  and Dow  [214], Burns  and Almroth  [215]  and Smith  and Spier  [216]  enhanced 
Shanley’s method, but still these methods were not applicable to general use. 

4.8.2 Imperfection sensitivity 
tic postbuckling analysis of narrow, long cylindrical panels. 

to  mode 
interaction. But the optimum usually corresponds to a design with Euler load lower than the critical 

ling of  the  skin between  the  stringers  [223].  In  the  following, plates 
ers  were  investigated  experimentally  and  analytically  by  Koiter  and 

  cylindrical  shells  is 
always sensitive  to  initial  imperfections, whereas  the effect of  interaction between  local and general 

d by Koiter’s b‐factor or by the ratio of buckling to lowest 
postbuckling  load. Using  the  latter one  for orthotropic  shells under  axial  loading March  [231]  and 

 
calculations for determining  the minimum postbuckling  load of axially  loaded orthotropic cylinders 

parameters  0 ≤

In 1956 Koiter [217] performed an asympto
Stephens [218] extended Koiter’s analysis to include internal pressure and finite torsional stiffness of 
the stringers  in 1971. Koiter and Skaloud  [219]  found  that  the  load‐carrying capability of structures 
with simultaneous local plate buckling and Euler‐type column buckling may be especially sensitive to 
initial imperfections. Hutchinson and Amazigo [220] concluded that the major effect of axial stiffening 
(of  cylindrical  shells)  is  to  reduce  imperfection  sensitivity.  Using  Koiter’s  general  theory  in  1973 
Tvergaard  [221]  ,  [222]  obtained  asymptotic  estimates  of  the  imperfection‐sensitivity  of  plates 
reinforced  by  axial  stiffeners  on  one  side. A  panel  designed  so  that  local  buckling  coincides with 
buckling  as  an  Euler  column  displays  a  high  sensitivity  to  initial  imperfections  due 

load associated with  local buck
with  several  kind  of  stiffen
Pignataro [224], van der Neut [225], Thompson, Tulk and Walker [226] and Tvergaard and Needleman 
[227],  [228]. Byskov and Hutchinson  [229]  found  that while a single column or a single plate  is not 
sensitive  to  initial  imperfections,  the  general  buckling  load  of  axially  stiffened

instability is to increase the sensitivity. For stiffened cylinders Weller and Singer [230] determined that 
the imperfection sensitivity depends on the geometry of stiffeners and on the ratio As/bt, respectively, 
where As:  cross‐section  area  of  the  stringer,  b:  circumferential  distance  between  stringers,  t: wall‐
thickness of the shell.  

Imperfection sensitivity was either describe

Schnell and Brühl [232] found, that in some cases the imperfection sensitivity was similar to isotropic 
cylinders,  in other  cases  it was  far  lower. This  stimulated Almroth  [57]  to perform  comprehensive

pϑ  ≤ 2  and  0.5 ≤  sϑ  ≤ 8.0;  pϑ  (without  imperfections)  with  is  a  plate  parameter 

depending on  the bending  stiffness whereas  sϑ   is  a  shell parameter depending on  the membrane 
stiffness. Almroth showed that the ratio of buckling to postbuckling load only weakly depends on the 
parameters  pϑ  and  sϑ , but is dominated by the main stiffness ratio γ depending on membrane and 

bending stiffness. Cylinders with 1/γ ≥ 1 were denoted as circumferentially stiffened, such with 1/γ < 1 
as axially  stiffened. Test  results of Gerard, Schulz and Singer  et al.  [233]‐[235] as well as analytical 
results  of  Thielemann  [236]  (see  Figure  4‐13)  showed,  that  axially  stiffened  cylinders  are  more 
sensitive to imperfections than circumferentially stiffened ones. Among these, weakly stiffened shells 
were more  sensitive  than  strongly  stiffened  ones. However,  for  given  stiffener  cross  section  and 

  the  perfect  shell  is  usually  higher  for  axial  than  for 
eners carry a significant part of  the  load  (see Figure 4‐13). 

eccentricity  the  linear  buckling  load  of
circumferential stiffening, since axial stiff
Regarding  the  load  carrying  capability  of  imperfect  shells  (this  is  according  to  Thielemann  the 
minimum postbuckling load) no a priori selection of axial or circumferential stiffening could be made, 
since  this would require knowledge about  imperfection sensitivity. Neglecting optimization aspects, 
Öry [211] recommended to use short circumferentially stiffened shells, since these structures have low 
imperfection sensitivity and can therefore be designed safely without problems. 
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(a)  (b) 

(From [236]) 

Figure 4‐13: Postbuckling behaviour of axially and circumferentially stiffened 
cylinders under axial loading nx and internal pressure p 

4.8.3 Orthotropic shell approach 
Even though the effect of eccentricity of stiffeners has already been observed in the thirties and forties 
the orthotropic shell approach  for cylindrical shells was generally used  [237]. Advanced by work at 
NASA  in  the  fifties and sixties also axially stiffened panels were analyzed as equivalent orthotropic 

  and  in  the 
following,  it has  been  shown  that  the  smeared  stiffeners  theory  is  satisfactory  for  closely  stiffened 
(cylindrical) shells that fail by general instability [239]‐[248]. 

kling load of perfect shells based on a  linear pre‐buckling 

plates until about 10 years ago [223]. 

In  1963  Baruch  and  Singer  [238]  developed  equations  using  “smeared  out”  stiffeners

Analytical methods for calculating the buc
configuration were developed by Geier  [249], Seggelke  and Geier  [250]  as well  as Hutchinson  and 
Amazigo  [119].  Hutchinson  and  Frauenthal  took  into  account  also  nonlinear  pre‐buckling 
deformations [120]. In all these approaches the influence of discrete stiffeners was smeared [249] and 
orthotropic material behaviour was assumed [250]. An explanation of the complicated  load carrying 
behaviour as given by Geier [249] was displayed by Kollár and Dulácska [117]. Shells were classified 
by Thielemann  [236] and Schnell and Brühl [232] by  the shell parameter  sϑ , by  the plate parameter 

pϑ  and by the main stiffness ratio γ. For isotropic, unstiffened shells  sϑ  =  pϑ = γ = 1 applies. 

Wittrick  [251] published  an  analysis of prismatic  structures  composed of  flat plates  in  1968, which 
predicts the three types of instability: general instability/overall buckling, local buckling and crippling. 

ittrick  and  Williams  [254] 

ls and considers local buckling. 

Viswanathan  et  al  [252]  extended  Wittrick’s  analysis  to  allow  orthotropic  wall  properties  and 
intermittent  elastic  beam‐type  support.  Williams  [253]  extended  Wittrick’s  analysis  to  include 
vibration  and  incorporated  substructuring  techniques  and  in  1974  W
implemented their methods in the program VIPASA. 

In  [178]  Singer, Arbocz  and Weller  summarized  the  three  approaches  for  the  analysis  of  stiffened 
plates: 

a. “Smearing” the stiffeners and consider an orthotropic plate 
This approach has some constraints and is only applicable to analyze general instability. 

b. Considering  the  stiffeners  as  linear  discontinuities  (Dirac  function).  This  approach  was 
developed for cylindrical shel
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c. Dividing  the cross sections  into  its elements, which  leads  to a series of elements with  rigidly 
connected edges  
This approach is implemented in VIPASA by Wittrick and Williams and is more efficient than 
general‐purpose finite element codes. 

4.8.4 Eccentricity of stringers 
The  important  influence of the eccentricity of stiffeners was detected by van der Neut [255]  in 1947. 
Van der Neut  [225]  and  Seggelke  and Geier  [250]  showed,  that  outside  stiffeners  lead  to  a  higher 
buckling load than inside stiffeners, independent from their orientation.  

In  the sixties  the eccentricity effect of stringer stiffened cylinders has been analyzed by Singer et al 
[247], [256] and Thielemann and Esslinger [248]. Also Esslinger determined the important influence of 
the eccentricity of stringers and that on the outside the stringers increase the buckling load more than 
on the inside [257]. Furthe Esslinger concluded that the longer a shell is the smaller is the influence of 
the stringers on the buckling load. Singer et al. [240], [247], [258] found that depending on loading and 
shell  geometry  exceptions  are  possible where  inside  stiffeners  stiffen  the  shell more  than  outside 
stiffeners. 

Imperfection sensitivity of stiffened shells was investigated by Hutchinson and Amazigo [119] as well 
as by Budiansky and Hutchinson  [259] using Koiter’s b‐factor. They  revealed  that outside  stiffened 
shells have a higher imperfection sensitivity than inside stiffened ones.

4.8.5 Boundary conditions 
For  stringer‐stiffened  cylindrical  shells  the  effect  of  boundary  conditions  differs  significantly  from 
isotropic  and  ring‐stiffened  shells  [119],  [212],  [260]‐[262].  Contrary  to  isotropic  cylinders,  where 
geometric imperfections have the main influence, for stiffened shells the effect of boundary conditions 
is predominant  [263].  In  1964 Esslinger  and Thielemann  [264]  found  that  axial  and  circumferential 
stringer  stiffened  cylindrical  shells  are  insensitive  to  the  shear  softness  of  the  boundary  condition 
which was  confirmed  by  Singer  et  al  [265]  and Weller  [266].  In  the  early  eighties  Singer  and  co
workers  [267],  [268],  [2 developed  the  non‐destructive  vibration  correl   technique  (VCT)  to 
de

4.8.6 Load cases 
 1966 [270], 

followed by Weller et al [261] and Singer [268] who found that the differences in buckling loads due to 

geometric  imperfection  on  the  buckling  load  is much  lower  for  ring‐stiffened  cylinders  than  for 

r, 

‐
69]  ation

termine boundary conditions, load eccentricities and buckling loads on a cylindrical shell. 

The effect of load eccentricities on cylindrical shells was investigated by Stuhlman et al in

the effect of load eccentricity can be up to 50 % for some practical configurations. 

Tennyson [271] tested ring‐stiffened and stringer‐stiffened cylindrical shells under axial compression 
and  external pressure and  found  that  the  influence of  external pressure as well as  the  influence of 

stringer‐stiffened  cylinders. Hutchinson  and Amazigo  [220]  emphasized  in  1967  that under  certain 
circumstances, axial stiffening may be a more efficient means of strengthening against buckling under 
hydrostatic pressure than ring stiffening. 

For  isotropic  cylinders  Libai  und Durban  [272]  concluded  that  a  cosine  distributed  load  does  not 
decrease the buckling load of cylindrical shells significantly compared to a constant load distribution. 
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4.8.7 Optimization 
Because  of  the  additional  parameters,  optimization  is  an  important  topic  for  stiffened  structures. 
Further, it turned out that mode interaction has a significant influence on the optimum design [222], 
[223], [225], [228], [273]‐[275]. In 1969 Van der Neut [276] analyzed the two‐flange column model. He 

278] proposed in 1889 to determine the Euler buckling loads with tangent modulus Et 

  given  by  Ramberg  and 

 is the unavoidable imperfections approach by Onat 

deformation theory 

 (see chapter 16 of [178]). 

determined  that  if  the  local  plate  buckling  and  the  general  column  load  are  close,  the  structure 
collapses  suddenly  associated with  high  imperfection‐sensitivity.  This model was  used  for  several 
optimization procedures on stiffened panels in the seventies [277]. 

4.9 Plastic buckling 
Only for sufficiently slender structures is it valid to assume that yield stresses are not reached before 
instability occurs. For  thicker components  it  is necessary  to consider  the effect of plasticity. For  this 
case Engesser [
instead of  the Youngʹs modulus E. Considère  [279] and von Kármán  [280] established  the “reduced 
modulus”  or  “double‐modulus”  Er, which  is  a  function  of  the  Youngʹs modulus  E  and  Et, where 
Et < Er < E. Hence,  this approach provides a  less conservative buckling  load. Shanley  [7] showed by 
analytical and experimental investigations that the two buckling loads, determined with Er and with 
Et,  can  be  considered  as  an  upper  and  a  lower  bound  for  the  critical  inelastic  buckling  load. An 
extensive summary of this development  is given by Sewell [281]. Hill [282] developed a generalized 
tangent  modulus  approach  leading  to  a  bifurcation  criterion  for  three‐dimensional  elastic‐plastic 
solids. 

A  simple model  of  elastic‐strain  hardening  plastic material  behaviour  is
Osgood  [283].  It  describes  a  stress‐strain  curve with  three material  parameters, which  have  to  be 
determined  experimentally  and  hence,  it  allows  calculating  the  tangent  modulus  Et,  which  was 
already done and tabulated for numerous materials. 

Concerning plastic buckling of plates and shells there is one paradox, which is still not resolved. It is 
called “flow theory versus deformation theory paradox” or “plastic buckling paradox” and has been 
comprehensively discussed by Hutchinson  [284] and Tvergaard and Needleman  [285].  It  turned out 
that calculations with the flow theory overestimate the buckling load. By contrast, the corresponding 
deformation  theory,  which  is  not  physically  acceptable,  gives  much  better  agreements  with  test 
results. One attempt to resolve this contradiction
and  Drucker  [286].  They  showed  that  already  extremely  small  initial  imperfections  decrease  the 
buckling load significantly, but their theory does not explain the experimentally determined scattering 
of  the  buckling  load. Hutchinson  and Budiansky  [287]  confirmed Onat  and Drucker,  but  only  for 
materials with relatively  low strain hardening. For high strain hardening  the  imperfections must be 
much  larger  in order  to obtain  the  required decrease of  the buckling  load. The  corner  theories  are 
another direction of approaches, which were initiated by Batdorf [288]. Christoffersen and Hutchinson 
[289] developed the “J2 corner theory” which was employed by Needleman and Tvergaard [290], who 
showed that the predicted buckling load of this theory always falls between the J2 
and the J2 flow theory. But this theory cannot be used as a design method, because one cannot estimate 
the appropriate corner a priori. 

Though further  investigations  lead to more accurate predictions of the buckling load (see e.g. [291]), 
the plastic buckling paradox cannot yet be considered as settled
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4.10 Composite shells 
In section 4.8 it was discussed, that buckling of axially loaded stiffened shells is decisively influenc
by    orientation  and  size  of  stiffeners  [117],  [250],  [292]‐[294]. When  coming  to  fibre

ed 
eccentricity,  

 
yt d 
ki  al.  [297] 

e stacking 
 

  to an outside stiffened shell,  the one with 
er

For de SA SP‐8007 [88] is often used in aerospace engineering. It can be 
  fo
r

ling 
load o ing a semi‐analytical approach. The effective ratio of radius to 

 t  
 

percen  recommended in [91]. This method turned out to be only a little more 
lls. 

There  

n
Tenny [301].  The  amplitude  of  axisymmetric  imperfection 

parison 
betwe s and test results for a small number of shells [300]‐[302]. Parameteric 

e θ2, 
90°)  i ]  also  carried  out  parametric  studies  for  anisotropic 

erfection 
ivit optimum 

the  dependency  of  the 
n 

et al. i at the sequence of buckling loads was the same for perfect and imperfect shells. 
 

not ha

composite  shells,  the  question  of  optimal  fibre  orientations  arises.  Zimmermann  showed  with
anal ical calculations, that the buckling load can be significantly influenced by fibre orientations an
stac ng  sequence  [295]. The  results were  confirmed by  the DEVILS project  [296]. Geier  et
revealed that the buckling load of composite cylinders can be doubled by only changing th
sequence.  In  order  to  find  a  physical  explanation,  the  authors  referred  to  stiffened  shells.  The
composite shell with higher buckling  load was compared
low  buckling load to an inside stiffened shell.  

signing shells the guideline NA
used r  calculating  the  load  carrying  capability  of  isotropic  and  orthotropic  shells.  Knock‐down 
facto s for orthotropic shells hardly differ from those for isotropic shells. 

The ESA handbook  [298]  recommends  the method of Almroth et al.  [64]. There,  the  linear buck
f perfect shells is determined us

wall hickness (R/t)e is calculated from (R/t) and from the stiffeners. Using this, the knock‐down factor
can  be  extracted  from  Figure  4‐6 when  assuming  a  certain  probability  of  failure. Applying  the  99

t probability curve was
conservative  than  the direct determination of  the knock‐down  factor  for equivalent  isotropic  she

fore,  Bushnell  [91]  designed  anisotropic  shells  using  the  empirical  knock‐down  factors  for
isotropic shells (see Figure 4‐6).  

Alter atively,  the  ESA  handbook  describes  the  calculation  of  a  knock‐down  factor  according  to 
son  et  al.  using  the  b‐factor  [299]‐

perturbations was  derived  from measured  imperfections.  Tennyson  et  al.  found  good  com
en their analytical result

studi s were performed for orthotropic laminates of type ( 90°, ± θ, 90°) in [301] and for type ( 90°, 
n  [302].  Khot  and  Venkayya  [303]‐[306

laminates  ((θ, ‐θ, 0°) and  (θ, ‐θ, 90°))  from different materials.  It was observed  that  the  imp
  close  to  the sensit y  depends  on  the  fibre  angle.  (see  Figure  4‐14a).  Shells  that were

showed  the  largest  sensitivity.  However,  under  very  large  imperfections 
buckling load on the fibre angle disappeared (Figure 4‐14b). Similar to the investigations of Tennyso

t turned out th
The optimal design for the perfect shell was still valid for the imperfect shell. Thus, imperfections did

ve to be included in the optimization process. 
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 orientation θ (stacking sequence (θ, ‐θ, 0), from [307]) 

In [29  the approaches of Almroth et al. and Tennyson et al. were compared. Since 
 d

Almro 7] discussed  the  question, whether  or not  cylinders  from  composite material  are more 
t

turned  using 
the kn ells would lead to a safe design [91]. 

ot 
compr   and  the  characteristic  imperfections  of 

 
invest characteristic imperfections [307], [308]. Arbocz and Hol [309], [310] and Esong et al. 

  ith 
certain s.  Accordingly,  imperfection  data  were  stored  in  a  data  bank  [312]. 

r  composite 
 
 

the sh ed that a strong influence on the buckling load 
 

imper ness of  edges or  inhomogeneous  stiffness distributions  [308],  [313], 
. 

As  a  merical  analysis,  a validation of numerical models  is 
[308], 

while  os  et  al.  [319] mainly 
t s 

[320],  simplified  probabilistic 
d 

and th
Zimm that geometrical imperfections may arise not only from fabrication but 

(a) 

Figure 4‐14: b‐factor and influence of geometric imperfections as a function of 
fibre

8] the results using
large eviations were revealed in some cases, further investigations were recommended. 

th  [30
sensi ive  to  imperfections  than  those  from  isotropic material.  By  evaluating many  publications  it 

 out, that unstiffened composite shells are less sensitive than isotropic shells. Therefore,
ock‐down factors for isotropic sh

Hilburger and Starnes [308] raised the problem, that the existing test results for isotropic shells did n
ise  any  information  about  the  structural  behaviour

composite  shells.  Therefore,  Hilburger  and  Starnes  as  well  as  Almroth  stimulated  a  detailed
igation of 

[311] showed  that  also  for  composite  shells  characteristic  imperfection patterns  are associated w
  fabrication  processe

Almroth  [307]  recommended  to  investigate, whether  imperfections  that  are  specific  fo
materials,  e.g.  delaminations,  reduce  the  buckling  load.  Large  delaminations  can  be  avoided  by
detection with non‐destructive testing. Small delaminations, according to [91], reduce the stiffness of

ell. In the 1990ies accurate measurements reveal
is  given  not  only  by  the  traditional  geometric  imperfections  [308]  but  also  by  non‐traditional  load

fections  caused by uneven
[314]

prerequisite  for  safe design based on nu
necessary. Hilburger and Starnes took into account traditional and non‐traditional imperfections 

Elghazouli  et  al.  [315]‐[317],  Spagnoli  et  al.  [318]  and Chryssanthopoul
inves igated geometrical  imperfections. Stochastic  approaches were  applied by Arbocz und Starne

Chryssanthopoulos  and  Poggi.  [321]  and  Elishakoff  et  al.  [322].  A 
approach was suggested by Hilburger et al.  [323]. However,  the  large number of  test data require

e exact knowledge of shape and magnitude of  imperfections needed make the method costly. 
ermann [324] mentioned, 
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also f om the mounting processes. These and other types of imperfections should also be covered 
proach. 

r by 
this ap

k‐down 
factors ic shells and therefore are not suited for 

tio 
(R/t)e, aluated. Tennyson recommended to use Koiter’s b‐factor 

ed 
imper not  sufficiently  validated  so  far. Numerical 

costly and 
u pared  to 

In ord r of fibre composites, Hühne 

t

 
compr by Hühne  et  al.  [326].  By  numerical  and  experimental  investigations Hühne 

t  

If one tions about cases of failure have to be 
. lation of 

son 
et  al  [   is 

rolled  stiffener 
ller et al 

[335],  996  Hambley  [338]  tested  damaged 
d

001  
 

on a r ng and collapse considering structural degradation  in order  to 

4.11
  

 72‐

[3] 

 

[6] 
[7] elastic column theory, Journal of the Aeronautical Sciences, 14(5), 261‐268, 1947 

It  can be  concluded  that  for designing anisotropic  cylindrical  shells very  conservative knoc
 are applied which are based on test results for isotrop

optimization. Almroth  suggested  to account  for orthotropic material behaviour by a modified  ra
 for which the knock‐down factor is ev

for estimating  the  imperfection sensitivity and  to determine  the knock‐down  factor  for an assum
fection  amplitude.  Both methods,  however,  are 

methods  like FEM are presently validated by  test results. Stochastic approaches are very 
not  s ited  for  design  purposes.  Since  test  data  for  composite  shells  are  very  rare  as  com
isotropic shells, no practically applicable design concept is available as yet. 

er to be able to handle the nonlinearities in the material behaviou
developed an  improved approach  for determining  the material properties of  thin walled composite 
struc ures [325]. 

A  comprehensive  explanation  of  the  structural  behaviour  of  cylindrical  composite  shells  under
ession  is  given 

showed  that  the  collapse of  cylindrical  shells  always  starts with  a  single buckle,  as  it was  already 
detec ed by Esslinger for  isotropic shells [65]. Using this fact, Hühne developed a new deterministic
approach for a lower bound of the buckling load. 

 regards stiffened composite structures, further considera
made  Thus, in the first years of this century several approaches for the modelling and simu
delamination were developed by Jarlas [327], Nilson et al [328], Wagner et al [329], [330] and Thom

331],  [332]. Sjögren  et  al  [333] determined  the  stiffness  reduction  caused by  impact, which
cont  by fibre breakage, and Yap, Scott, Thompson and Hachenberg [334] analyzed skin
debonding. The durability of stiffened composite structures was already investigated by We

[336]  and  Frostig  et  al  [337]  in  the  early  nineties.  In  1
cylin rical shells to investigate the influence of damage on the first buckling load. 

In  2   the  POSICOSS  project  [339]  developed  fast  and  reliable  procedures  and  a  final  design
guideline for stiffened fibre composite curved panels. The following project COCOMAT [340] focused

eliable simulation of postbuckli
determine less conservative buckling loads at the same safety. 
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4.12 Abbreviated Symbols 
The following abbreviated symbols are defined and used within this Chapter: 

Symbol  Meaning 

Cyclic Loading, AIAA Journal of A

mermann, R. und Rolfes, R., POSICOSS‐‐improved postbuckling simulation for des
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e loitation of composite airframe structures by accurate simulation of p
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sϑ   Shell parameter = 
2211

3312 2
AA

AA
⋅

+
 

pϑ   Plate parameter = 
2211

3312 2
DD
DD

⋅

⋅+
 

γ  main stiffness ratio =
2222 AD ⋅

Where A

1111 AD ⋅
 

ij, Dij are stiffness coefficients for orthtropic wall construction (see Section 17.2.2) 
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5 
Types of instability and failure behaviour of 

typical structural elements 

5.1 Introduction  
All structural designers know that the dimensioning of their structure – in case of static loading – is 

a. strength criteria, which are used to  that stresses caused by the speci design load cases 
do not exceed their corresponding  gth design allowables; 

ich  spec s
not  to hinder proper operation or  to 

current  trends  in  design  where  with  the  use  of 
structural optimization  techniques one  is often producing highly stressed structures of very slender 
proportions. 

With the sudden and often unexpected occurrence of partial or total structural failure due to different 
forms of  (at  least  initially) elastic  instabilities,  in  the past, one  relied on so‐called buckling  tests  to 
provide the data for the development of safe and reliable design recommendations. 

Currently,  often  numerical  simulations  are  used  in  place  of  buckling  tests. However, meaningful 
numerical simulations on buckling of structures can only be carried out by an analyst with a thorough 
understanding of the basic phenomena of structural instability and awareness of the different types of 
buckling  behaviour  that  can  occur during  the  loading process  of  a  structure.  In  the  following,  the 
occurrence of different types of instabilities will be discussed on hand of relatively simple examples. 

5.2 Elastic buckling of columns 

5.2.1 Overview 
The problem of a  slender, perfectly  straight,  centrally  compressed  column, built  in vertically at  the 
base and free at the upper end (see Figure 5‐1a) has been first solved by Leonard Euler in 1744 [1]. He 
found as the smallest critical load 

based on several basic criteria, namely: 

 verify
stren

fied 

b. the  stiffness  criterion,  wh ifie   design  limits  for  deflections  or  strains  or  natural 
frequencies  for  the different design  load  cases  in order 
avoid  undesirable  and  potentially  dangerous  behaviour  such  as  flutter  or  mechanical 
vibrations. 

What often  is overlooked  is  that by carrying out  the usual stress and deformation analysis with  the 
many easily available finite element codes one obtains no information as to the stability behaviour of 
the structure. It is by now well known that thin‐walled slender structures, or structures which contain 
slender members subject to compressive or shear stresses, can initially fail in one of the many possible 
instability modes, which  in  turn may  significantly  affect  the  strength  or  stiffness  behaviour  of  the 
whole  structure.  This  is  especially  true  for  the 
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2
cr 2

EI
P

4 L

π
=   5‐1 

where  E  is  Youngʹs  modulus,  I  is  the  minimal  moment  of  inertia  of  the  cross‐section  and  the 
corresponding buckling mode is shown in Figure 5‐1b. Euler has assumed in his work that the cross‐
section of  the  column does not distort during buckling and  failure  and  that  the wavelength of  the 
buckling mode is of the order of the column length. 

The perfect column assumption is unrealistic. Using an initial imperfection of the form 

= πo 01
x

w (x) W sin
L
  5‐2 

and a large deflection theory Rivello [2] has obtained the results shown in Figure 5‐2. From this figure 
one  can draw  the  conclusion  that  the  straight  position  is  the  only  equilibrium  configuration  for  a 
column with vanishingly small imperfections until  = cP P . Close to and at  = cP P  

ately
  extreme
rable 

the deflections of a 
column with vanishingly small imperfections grow very fast and are approxim  given by equation 
(14.56)  of  [2]  until  on  the  compression  loaded  side  the  stresses  in  the   fibre  exceed  the 
proportional limit. As can be seen from Figure 5‐2 also columns with measu imperfections do not 
bend  appreciably  until  P  is  very  nearly  equal  to    Due  to  these  rapidly sing  bending 
deformatio   and  in 
practical ap

la a

crP .   increa
ns  the  stresses  on  the  compression  loaded  side  soon  exceed  the  yield  strength
plications collapse of slender columns occurs at P slightly below but close to P . cr

The dotted curves in Figure 5‐2, representing the yield strength limits, were also obtained by Rivello 
[2]  for a column with homogeneous cross‐section using an  idealized  linearly elastic perfectly plastic 
material behaviour. The dotted  curves were  computed  for an  idealized H  section made of  7075‐T6 
aluminium  alloy, whereby  it was  assumed  that  the web  has  negligible  resistance  in  bending  and 
extension but is rigid in shear. It has been shown in [3] that if one considers eccentrically applied axial 
loading  in place of geometric  initial  imperfections, one obtains curves similar  to  the ones shown  in 
Figure  5‐2.  The  instability  theory  of  Euler  accurately  describes  the  buckling  behaviour  of  slender 
columns with  solid  or  thick‐walled  cross  sections.  To  obtain  a  direct measure  of  slenderness  it  is 
customary to rewrite Eulerʹs formu s 

2cr
cr 2

P E
A (L / )

σ = = π
ρ

  5‐3 

where radius of gyration of the cross‐section  ρ =     =( I / A .)  Experimental evidence indicates that for 
values of the slenderness ration Eulerʹs formula predicts the buckling load of columns quite 
accurately.  For  values  of  the    ratio 

  ρ >L / 80  
slenderness < ρ <20 L / 80  

theory [4], which
  tangent modulus

one  can  get  reasonably  accurate 
predictions by using Shanleyʹs tangent modulus   essentially consists of replacing in 
equation  (5‐3)  the modulus  of  Elasticity  E  by  the     Finally,  for  values  of  the 
slenderness ratio failure occurs mainly by plastic crushing of  the cross‐section and 

tE .
  ρ <L / 20   crσ   is 

equal to the compressive strength of the material. For metals one usually uses  where  cr cyσ = σ ,   σcy  

is the compressive yield strength of the material. 

For  thin‐walled columns Eulerʹs assumptions  that the cross‐section does not distort during buckling 
and  that  the wavelength of  the buckle  is of  the order of  the column  length should be  re‐examined. 
Such columns can be thought of as an assemblage of thin plates. 
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Figure 5‐1: Eulerʹs problem 

 

5‐2: Nonlinear behaviour of perfect and imperfect Figure  columns 

5.2.2 Buckling of columns with compound cross-sections 
The different  h can best be 
illustrated by c

failure modes  that can occur with a  thin‐walled column of varying  lengt
onsidering the lipped channel section shown in Figure 5‐3. 
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Figure 5‐3: A lipped channel section 

Assuming that the lateral deflection of the cross‐section from the line of action of the compressive load 
varies sinusoidally along the length of the column, then sufficiently long columns will buckle in global 
or overall modes, where  the half wavelength of  the  sinusoidal buckle  is equal  to  the  length of a 
simply‐supported column. 

Considering  Figure  5‐4  one  sees  that,  depending  on  the  value  of  the  slenderness  parameter 
global buckling  can  take  the  form of  a  flexural mode  (Euler mode,  in which  the  cross‐
section in 
whic   the 

o    

  l  

l /b  
≥l /b 50) , 

  translates but does not  rotate. Also possible  is  the  form of a  torsional mode  =l( / b 10)
h  the  cross‐section  rotates but does not  translate. There  is also a  third global mode,  called

, 

torsi nal‐flexural mode, in which the section both rotates and translates. 

In most  applications  of  thin‐walled  open  sections,  there  exists  at  least  one  axis  of  symmetry,  as 
illustrated  in  Figure  5‐3.  For  torsional‐flexural  instability  of  such  cases,  for  example  in  [5],  the 
following characteristic equation has been derived 

{ }φ− − − − =2 2
z y0 0(P P ) I / A) (P P ) (P P ) P y 0   5‐4 

where 

φ
⎛ ⎞π π π Γ⎜ ⎟= = = +
⎜ ⎟

2 2 2y z
y z 02 2 2

EI EI E
P ; P ; P (A / I ) GJ

L
  5‐5 

⎝ ⎠L L

  = 2
y z 0 0I I A(y z )  

  = Wagner Torsion‐Bending Constant 

s

and 

2
0I     + + +

Γ  

  J  = Torsional Constant 

  0 0y , z   = coordinates of the Shear Centre S.C. 

If  zP   is  the  smallest  of  the  three  roots  of  equation  (5‐4),  the  column will  buckle  in  pure  bending. 
Otherwise, the buckling will be combined bending and twisting. 

If the cros ‐section has two axes of symmetry,  = =0 0y z 0  and equation (5‐4) simplifies to the form 

φ− − − =z y(P P ) (P P ) (P P ) 0   5‐6 

In  this case  the  three  roots are  y zP , P  and  φP  and  the column will buckle  in pure bending or pure 

twisting, depending on which of the three roots is the smallest. 

Also  illustrated  in Figure 5‐4 are cases of  local  instability  in which the cross‐section distorts without 
translation or rotation. Thus, when the slenderness ratio  =l /b 0.75  one gets a local buckling mode, 
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where all the corners between the plate elements remain straight while the centres of the plates deflect 
out‐of‐plane as shown. Interestingly enough, when the slenderness ratio one gets another 
form of local buckling, where only two of the corners between the plate el ain straight. This 
type of buckling  is  called  flange buckling or distortional buckling. For  discussion of  the 
theory of buckling of thin‐walled columns the interested reader should  Vlasov’s seminal 
contribution first published in Russian in 1959 [7]. 

  =l /b 4.0  
ements rem
a detailed 

consult V.Z. 

 

Figure 5‐4: Buckling behaviour o thin‐walled columns (from [6]) 

Test on short, thin‐walled columns s ling has occurred, the columns still 
have  the ability  to carry a greater  lo  place. Further,  it appears  that  in 

 the compressive d stress

f 

how that often, after local buck
ad before general  failure  takes

cases where  local  buckling  occurs  at  relatively  low  stress  levels,  the  stresses  at  general  failure  (or 
crippling) will be noticeably higher. On the other hand, if local buckling takes place at relatively high 
mean stress  levels (say, at  σcy0.7 ) then the critical buckling and the crippling stresses are practically 

the same. Figure 5‐5 displays the stress distribution on a thin‐walled cross‐section after local buckling 
has  occurred  but  prior  to  crippling  or  failure.  Bending  deflections  become  large  after  the  flanges 
buckle,  and  crippling  occurs when  the  stresses  at  the  supported  (essentially  straight)  edges  of  the 
flanges reach  yiel  σcy . 

The  nonlinear  behaviour  associated  with  large  displacements  and  plasticity  has  prevented  the 
development of a satisfactory analytical solution for e crippling stress th   σcrip  of arbitrary thin‐walled 

cros . s‐sections. Hence semi‐empirical formulas are used which are discussed in Chapter 6 of Ref. [8]
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Figure 5‐5: Stress distribution after local buckling 

5.3 Buckling of thin plates 

5.3.1 Overview 
The buckling load  h a, subjected 
to  a  uniform  compressive  force  per  unit  length 

of a simply supported rectangular thin flat plate of width b and lengt
N h= σ   on  the  edges  x 0=   and  while  the 

first been 
x a=  

boundaries  y 0=  and  y b=  are unrestrained against in‐plane motion (see Figure 5‐6) has 
derived by G.H. Bryan in 1891 [9]. Using the deflection mode shape 

mn
m x n y

w W sin sin
a b
π π

=  where m,n 1,2,...=   5‐7 

 

Figure 5‐6: Plate subjected to in‐plane compressive loading 

he found as the smallest critical stress 

22
c 2

E h
k

12(1

π ⎛ ⎞σ = ⎜ ⎟
− υ

  5‐8 
b) ⎝ ⎠

where the plate buckling factor is the minimum value of  k  
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2
2

mnk n
a mb

mb a⎛ ⎞= +

obtained for a given plate aspect ration a/b by proper selection of the integer wave numbers m and n. 
From equation  (5‐9)  it  is obvious  that  the minimum value of occurs when  To minimize 
equation (5‐9) with respect to m, one plots as a function of a/b for different values of m, as shown in 
Figure  5‐7. The minimum  value  of   which  is  then  used  in  equation  (5‐8)  is  given  by  the  lower 
envelope of the curves, indicated in  re 5‐7 by the solid line. 

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  5‐9 

  mnk     n 1= .
 k  

k ,
Figu

 

e 5‐7: Compressive buckling coefficients for simply supported plates 

g  loads  of  uniform  rectangular  plates  under

Figur

The  bucklin   constant  normal  edge  forces  have  been 
determined 
or  by  using
applied edge  buckling stress can be calculated from equation (5‐8). However, the value 
of the   
Figure  of
compression

Notice that
in these case traint of the unloaded edges. The  factor is 
nearly constant for long plates  

It is naturally unrealistic to assume that the plate is erfectly flat. Using a large deflection theory and 
an initial imperfection of t

for various boundary conditions either by solving  the appropriate differential equations 
  the Rayleigh‐Ritz method.  In  these  simple  cases  the  in‐plane  section  forces  equal  the 
s forces and the

buckling coefficient  k  depends upon the type of loading and the edge restraints. Results from 
 14   [10] are shown  in Figure 5‐8 and give  the values of  k  as a  function of a/b  for uniaxial 

 with various combinations of simply supported, clamped and free edges. 

 is essentially independent of the restraint at the loaded edges when  a /b 3> . However, 
s  k  depends strongly upon the res
  k

buckling    k  
    (a /b 3)> .

 p
he form 

0 11
x y

w (x, y) W sin sin
a b

= π  π 5‐10 

Coan  [11] obtained solutions  for  the buckling and  the postbuckling behaviour of  rectangular plates 
with uniformly displaced loaded edges and either undistorted or stress‐free unloaded edges. As can 
be  seen  from Figure  5‐9a,  in  the postbuckling  region  the  axial  compressive  stress  is no  longer 
uniformly distributed over the loaded edges as it is before buckling occurs. Instead it  a maximum 
value at the simply supported unloaded edges that are held straight. Of considerable importance are 
the in‐plane stresses that arise in the postbuckling region. Notice that in the central region of the 

plate  the  stresses  are  tensile  in  character  and  thus  they  stiffen  the  plate  considerably  against 

further la deflection. These membrane stresses together with the fact that the unloaded edges are 

xσ  
 has
 

  yσ  

yσ  

teral 

70 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

restrained against out‐of‐plane deflection explain why the plate, unlike the column (where there are 
no  such middle  surface  forces),  can  carry axial  loads  that are much higher  than  the buckling  load. 
Notice further that there are no resultant forces in the y‐direction thus the unloaded edges are free to 
move uniformly. On the other hand, as can be seen from Figure 5‐9b, if the unloaded edges of a plate 
are  traction  free  then  they deform,  that  is a contraction occurs at  the central  region. The absence of 
membrane forces in the y‐direction accounts for the fact that such a plate carries smaller postbuckling 
loads than those of a plate with straight unloaded edges. 

 

 

Compressive buckling factor for rectangular plFigure 5‐8:  ate h various 
boundary conditions (from [10]) 

s wit

 

Postbuckling stress distributions for plates with unifoFigure 5‐9:  rmly displaced 
loaded edges (from [11]) 

The bending (out‐of‐plane) deformation at the centre of perfect and imperfect square plates subjected 
to uniform end‐shortening are shown in Figure 5‐10. Comparing these curves with the corresponding 
column curves of Figure 5‐2 one sees that, unlike for columns, for plates sizeable postbuckling stresses 
are  possible. Notice  that  following  buckling,  the  stiffness  of  the  plate  decreases;  however,  failure 
occurs  only when  at  the  unloaded  edges  reaches  the  yield  strength  of  the material  used.  The xσ  

71 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

buckling and postbuckling behaviour of plates subjected to shear loading is discussed in Ref. [10] in 
great detail. 

 

Figure 5‐10: Nonlinear behaviour of perfect and imperfect plates (from [12]) 

f. [13]). 

Stiffened  panels  exhibit  various  buckling  and  failure modes.  There  are modes,  usually with  short 
waves, which involve the skin, and leave the stiffeners essentially undeformed; blade stiffeners have a 
tendency  towards  lateral buckling, a  long‐wave mode; walls  in other kinds of stiffeners may buckle 
into short  ripples; or parts of stringers may buckle  together with  the skin  in a common short‐wave 
length. In general, a panel buckled into one of these modes can be loaded beyond the corresponding 
buckling load. There will be a degradation of the effective stiffness of the buckled parts due to the out‐
of‐plane deflections. As a consequence the stresses equilibrating the additional load will be distributed 
in a different way, as compared  to  the  fundamental state. The  limit of  the  load carrying capacity  is 
likely  to  be  attained with  buckling  into  a mode  involving  both  skin  and  stiffeners,  a  type which 
frequently is called overall or global buckling, see Figure 5‐11. 

5.3.2 Buckling behaviour of stiffened panels 
The discussion that follows is applicable to both plane and curved stiffened panels (see also Re
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Figure 5‐11: Buckling behaviour of stiffened panels 

in due  to high peel 

pling  increases  the  sensitiveness  to  initial  imperfections  [14],  [15].  In  terms  of 
probabilistic,  the  joint  failure probability of  the combined acting modes  is higher  than  that  for each 
single mode. 

5.3.3 Buckling behaviour of sandwich plates 

Two more failure modes may limit the strength of stiffened panels prior to overall buckling: 

a. the stresses in the buckled part may exceed the strength of the material, 

b. in non‐integrally stiffened plates  the stiffeners might separate  from  the sk
and shear stresses in the stringer/skin joint. 

Finally,  a  remark  is  considered  appropriate  concerning  stiffened  panels  which  were  designed 
according  to  the  simultaneous mode  philosophy.  In  this design philosophy  it  is  supposed  that  an 
optimum is achieved if several buckling modes occur at the same (primary) bifurcation load. It has to 
be expected that these panels fail in a catastrophic way before the envisaged buckling load is reached, 
since  mode  cou

Structural  sandwich  constructions  are  formed  by  bonding  two  thin  face  sheets  to  a  comparatively 
thick core as depicted in Figure 5‐12. These facings provide practically all the over‐all bending and in‐
plane extensional rigidity to the sandwich. The core serves to position the faces at locations removed 
from  the  neutral  axis,  provides  virtually  all  the  transverse  shear  rigidity  of  the  sandwich,  and 
stabilizes the facings against local buckling. 

73 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

 

Figure 5‐12: Sandwich‐plate construction 

Sandwich plates may fail in either:  

a. an Overall Mode of Buckling similar to the buckling of unstiffened plates shown in Figure 5‐13 
or  

 

Figure 5‐13: Overall buckling mode of a sandwich plate 

b. a variety of local modes as illustrated in Figure 5‐14 and as described below. 

1. Intracellular Buckling  (Face Dimpling)  –  This  is  a  localized mode  of  instability which 
occurs  only when  the  core  is NOT  continuous. As  depicted  in  Figure  5‐14(A),  in  the 
regions directly above core cells (such as those of a honeycomb core), the facings buckle 
in plate‐like fashion with the cell walls acting as edge supports. The progressive growth 
of  these buckles  can  eventually precipitate  the buckling mode  identified below as  face 
wrinkling. 

2. Face Wrinkling – This is a localized mode
of short wavelength buckles in the facin

 of instability which manifests itself in the form 
gs, which are mostly confined to individual cells 

‐type cores, and involves the transverse (normal to the facings) straining of the 
ial. As shown in Figure 5‐14(B), one should consider the possible occurrence of 

3. Shear Crimping

of cellular
core mater
wrinkles which may be either symmetrical or antisymmetrical with respect to the middle 
surface of the original undeformed sandwich. 
As  shown  in  Figure  5‐15,  final  failure  from wrinkling will  usually  result  either  from 
crushing the core, or tensile rupture of the core‐to‐facing bond, or tensile rupture of the 
core proper. 

  – Shear  crimping  is often  referred  to  as  a  local mode of  failure but  is 
y  

e it  l
failure in the core‐to‐facing bond. 

 
actually  a  special  form  of  general  instabilit   for which  the buckle wavelength  is  very 
short due  to  the  low  transverse  shear modulus  for  the  core. This phenomenon  occurs 
quite  suddenly  and usually  causes  th   core  to  fail  in  shear,  may  a so  cause  a  shear 
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Figure 5‐14: Localized instability modes 

 

Figure 5‐15: Ultimate failures precipitated by Face Wrinkling 

Unified  treatments  from which both  the overall and  the  local modes of bucklin  be  calculated 
have been developed (e.g. Ref. [16]. A co prehensive review and compilation o lysis data, which 
serve as a detailed state‐of‐the‐art assessment, are contained in Ref. [17]. 

mpressed cylindrical panels 

g  can
m f ana

5.4 Instability of axially co
Koiter in 1956 [13] performed an asymptotic postbuckling analysis of narrow, long cylindrical panels 
under  axial  compression where  the  longitudinal  edges  are  simply  supported. He  found  that  if  the 
panel is sufficiently narrow (that is  1Θ ≤ ) the bifurcation stress is given by 

2 2
4Ehπ

cr 2
(1 )

3(1 )b
σ = + Θ

− ν
  5‐11 

where 
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4 21 b
12(1 )

2 Rh
Θ = − ν

π
  5‐12 

is a measure for the total curvature of the panel. The geometric parameters in equations (5‐11) and (5‐
12)  are  shown  in  Figure  5‐16,  with  simple  support  conditions  presumed  to t  along  adjacent 
stringers. Figure 5‐17 displays load‐end shortening curves for panels with various values of the total 

  exis

curvature  Θ . Notice that in this figure  Θ  represents the post‐bifurcation slope. The slope for  0Θ =  
corresponds to that of a flat plate, and as Θ  increases the post‐bifurcation slope decreases. 

 

Figure 5‐16: Cu
su ere stringers exist 
rved panel nomenclature. Panel is considered long and simply 
pported along straight edges wh

 

Figure 5‐17: Tangents to post‐buckling curve for several values of total curvature θ 
(from Koiter [13]) 

Critical loads on panels with may be sensitive to initial imperfections, with this sensitivity 
increasing toward the value  lete cylindrical shell as

  0.64Θ >  
for a comp   Θ  

initial
increases, as shown in Figure 5‐18a 

and  Figure  5‐18b.  These  plots  correspond  to  panels with    imperfections  in  the  form  of  the 
classical buckling mode with imperfection amplitude equal to 10% of the shell wall thickness. 
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Figure 5‐18: Load vs. end shortening curves for θ = 0.7 and θ = 1.0 (from Brush and 
Almroth [5]) 

Actually, a noticeable  sensitivity  to  imperfections  can only be determined  from  a  full postbuckling 
analysis. Especially with stiffened curved panels the postbuckling path often rises again after only a 
small  load  drop  at  the  bifurcation  point.  In  this  case  the  structure  cannot  be  considered  as 
imperfection  sensitive  despite  of  the  negative  slope  at  the  bifurcation  point  (see  section  5.5.2,  last 
paragraph). 

5.5 Structural behaviour of thin shells 

5.5.1 Overview 
Thin‐walled  structures,  like  panels  and  shells,  unstiffened  or  stiffened,  are  important  elements  for 
light‐weight airframes and spacecraft structures. In the following the term ʺshellʺ will be used for all 
types of such two‐dimensional structures. Frequently the shells fail by buckling under loads causing 
compressive or shear stresses. 

Depending  on  size,  support  conditions  and material  properties  shells may  reach  their maximum 
strength  at  initial  buckling,  or  will  fail  in  the  postbuckling  regime  after  having  undergone 
considerable  out‐of‐plane  deflectio   itial  buckling,  and  postbuckling 
behaviour, should be based on nonline ation, i.e. on a geometrically nonlinear 
theory of  shells. Uncertainties  in defining g.  for  laminated  composite or  closely 
sti ir 
equations, nec test results as 
experimental evidence. Confidence in design verification can only be achieved in this way. 

5.5.2 Buckling of cylindrical shells 
Some typical features of the buckling behaviour of shells are  illustrated  in Figure 5‐19. The diagram 
shows the applied load as a function of the displacement in the direction of the load, at the point of 
load application. For a  longitudinally compressed cylindrical  shell  it can be  thought of as a plot of 
load vs. end displacement. The lines in the diagram represent equilibrium states. 

ns.  The  analysis  of  both in
ar kinematics of deform
  constitutive  laws, e.

ffened  shells,  and  difficulties  in  establishing  nonlinear  shell  theories,  as well  as  in  solving  the
essitate careful checking of theoretical results against carefully evaluated 
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At the very beginning of loading the response is linearly elastic, but at higher loads a deviation from 
linearity may  be  observed. At  a  certain  level  another  solution  branches  off while  (in  theory)  the 
primary  solution,  termed  the  ʺfundamental  stateʺ,  can  be  continued  to  higher  loads where more 
branching solutions may be detected. The points at which other solutions branch off the fundamental 
state are called ʺbifurcation pointsʺ and the load at the lowest bifurcation point is commonly called the 
ʺbuckling loadʺ. 

 

Figure 5‐19: Buckling behaviour of axially compressed cylindrical shells 

The fundamental states beyond the  lowest bifurcation point are unstable. Hence, the actual curve of 

 at the buckling load is also unstable. In this case the shell will all of a sudden jump into a 
stable equilibrium state in a deeply buckled configuration, or, as a consequence  ge deformations, 
it will break down completely. 

In reality any shell will be slightly imperfect in geometry or loading. The imperfections will cause the 
behaviour to deviate from the theoretical path of the perfect shell, and to follow a neighbouring curve 

t  u
maxim g 
 may

he beha iour discussed above  is  typical of  the multitude of solutions of nonlinear boundary value 

acements  and  stress 

load  vs.  end  displacement will  follow  the  bifurcation  solution  path where  increasing  out‐of‐plane 
displacements will develop in the shell. Eventually a secondary bifurcation point may be met meaning 
that  the  deformation mode will  change  again more  or  less  rapidly.  Often  the  postbuckling  state 
bifurcating

of lar

that passes the bifurcation states gradually (dashed line). 

It  is worth mentioning  tha pon  following  the  fundamental  path  a maximum  of  the  load  can  be 
attained without meeting bifurcation points. That  um  is  called  a  ʺlimit pointʺ. Encounterin
imperfections in the form of the first bifurcation mode  enforce limit point behaviour. 

T v
problems. As a rule, the ʺfundamental solutionsʺ exhibit certain regularities: 

a. For  shells  of  revolution  subjected  to  axisymmetric  loads  the  displ
distributions will be axisymmetric, too. 

b. Doubly symmetric shells will deform in a doubly symmetric way. 

c. Flat panels under in‐plane loads will not experience out‐of‐plane deflections. 
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The  bifurcation  solutions  break  the  regularity  of  the  fundamental  solution  and  bring  about 
considerable out‐of‐plane displacements to the effect that the change of dimension due to compressive 
loads is achieved partly by geometric shortening. 

The  ʺbifurcation pointsʺ of  the  fundamental solution are  found upon solving a homogeneous  linear 
boundary value problem for the bifurcation mode. Its coefficients depend on the fundamental solution 
and, hence, on the applied load. Solutions are possible only for certain discrete values of the load. In 
other words: The bifurcation points are determined by eigenvalue problems. 

In general the coefficients of the equations governing the eigenvalue problem are variable along the 
shell surface and, moreover, depend  in a nonlinear way on  the magnitude of  the applied  load. This 
type of problem is often termed a ʺnonlinear eigenvalue problemʺ. In order to escape the difficulties 
involved in the solution of nonlinear eigenvalue problems certain simplifications are frequently made: 

Often  it  is  justified  to  assume  that  stresses  and  displacements  in  the  fundamental  state  grow  in 
proportion to the load. This assumption has the effect of rendering the eigenvalue roblem linear. The 
rapid

Most of the classical solutions to shell buck  established by neglecting edge effects 
in  the  fundamental  state. Due  to  this  assu efficients  of  the  governing  equations  are 

ly smoothly, and closed‐form solutions can be obtained for regular 

 b n of 
the ʺin
be obt  expense [18], [19]. It is valuable for estimating the effective stiffness of 

s  is 
d 

postbu  only by solving nonlinear boundary value problems which 

.3

Beside
shells  lution, the middle surface of which is obtained by rotating a plane curve about an axis in 

pl  shell of 
revolu section of 
planes lution  with  the  shell  surface,  whereas  the  meridians  are  the 

Points

 p
 variation of the coefficients over the shell surface are still to be taken into account. 

ling problems were
mption  the  co

constant along the shell or vary on
shell configurations. 

The ifurcation solution paths represent the ʺpostbuckling behaviourʺ of the shells. An  indicatio
itial postbuckling behaviourʺ, viz. the slope of the bifurcation path at the bifurcation point, can 
ained at a relatively low

buckled  plane  or  slightly  curved  panels,  but  for  highly  curved  panels  and  shells  its  usefulnes
doubtful,  since  their  stiffness  may  change  quickly  in  the  postbuckling  range.  The  advance

ckling behaviour can be determined
require considerable computational effort. 

5.5  Buckling of Shells of Revolution 

5.5.3.1 Overview 

s circular cylindrical shells many structural applications of thin‐walled shells consist of general 
of revo

the  ane of the curve (see Figure 5‐20 and Figure 5‐21). The lines of principal curvature on a
tion are called the parallels and the meridians. The parallels are formed by the  inter
  normal  to  the  axis  of  revo

intersections with the shell surface of planes that contain the axis of revolution. 

 on the middle surface are referred to coordinates  φ  and  θ , where  φ  denotes the angle between 
axthe  is of revolution and a normal to the surface, whereas  θ   is the circumferential coordinate. The 
pal radii of curvature of the surface in the princi φ ‐ and  θ  direction are Rφ  and  Rθ , respectively. In 

 r 
define

li ]. 

certain applications like the shallow spherical cap it is convenient to introduce an additional variable
d as 

r R sinθ= φ   5‐13 

Stabi ty equations for symmetrically loaded shells of revolution can be found, for instance, in [5
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Figure 5‐20: Shell of revolution – notation and sign convention 

 

Figure 5‐21: Meridian of a shell of revolution 

5.5.3.2 Buckling Pressure of Spherical Shells 

ng pressures of spherical shells were initially calculated by Zoelly in 1915 [20] and Schwerin 
21], who 

Buckli in 
1922 [ assumed that the displacements were symmetrical with respect to a diameter, and by 

 
on  th ents  from  the  linear  prebuckling  solution,  and 

ν  and were obtained in terms of Legendre functions. In all cases the critical 
 and pressure were 

van der Neut in 1932 [22], who considered unsymmetrical displacements. Their solutions were based
e  assumption  of  infinitesimal  displacem

( ) 2w /R p R /h /[(1 )E]= − ,
values of the membrane stress

c 2

1 E
R3(1 )

σ =
− ν

l  h
5‐14 

c c
h

p 2
R

= σl l   5‐15 

where R is the radius of the sphere, h its thickness, p the external pressure,  σ  the membrane stress, w 
the  inward radial displacement, and E and  ν   the modulus and Poissonʹs ratio of  the shell material, 
respectively. 
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The  critical  buckling  stress  is  thus  identical  to  the  critical  buckling  stress  for  an  axially  loaded 
cylindrical  shell. As was  the  case  for  the  cylindrical  shell,  it was  soon  found  that  the  experimental 
values were  considerably  lower  than  the  theoretical values. Early  tests  also  revealed  that buckling 
initiates at some spot at which a small dimple forms which subtends a small solid angle. This allows 
to model the problem of buckling of a complete spherical shell with the use of a shallow spherical c
clamped at its edge. 

5.5.3.3 Shallow Shells Subjected to Uniform External P

The geometry of a clamped shallow spherical shell is shown
increasing, depending on the value of the so‐called shallowness parameter 

ap 

ressure 

 in Figure 5‐22. As the external pressure is 

2 1/ 4 1 /2 2 1/ 4 1 /2H R
2[3(1 )] ( ) [12(1 )] ( ) 2 sin

h 2
φ

λ = − ν
h

= − ν   5‐16 

ped at  the boundary, using  linear and nonlinear  theories  for calculating  the axisymmetric 
nes  indicate  bifurcation 

ius

where H  is  the  rise  of  the  cap  above  the plane  in which  the  edge  lies,  one gets different  types  of 
behaviour. This is illustrated in Figure 5‐23 where the load‐deflection curves are shown for spherical 
caps clam
prebuckling  deformations.  The  open  circles  on  the  linear  load‐deflection  li
buckling at the ʺclassical pressureʺ for the complete spherical shell (see equation (5‐15) with the same 
rad ‐to‐thickness ratio as the spherical cap. 

 

Figure 5‐22: Geometry of spherical cap under external pressure 

NOTE 1  With  0λ =   (the  flat  circular  plate)  there  is  no  similarity  at  all  with  the 
l. The  load‐deflection curve exhibits a 
  the build‐up of  in‐plane  tension as 

the plate deforms (see Figure 5‐23(a)). 
less than about 3.5 the load‐deflection curve has no horizontal tangent 

of a 

behaviour of the complete spherical shel
stiffening characteristic which results  from

NOTE 2  With  λ  
and  no  bifurcation  point  so  that  there  is  no  loss  of  stability  on  the  primary 
equilibrium path (see Figure 5‐23(b)). 

NOTE 3  For  λ  less than about 6 there is axisymmetric snap‐through, but no bifurcation 
buckling (see Figure 5‐23(c)) 

NOTE 4  For  6λ >   bifurcation  buckling  into  a  nonsymmetric mode  occurs  at  a  lower 
load than either axisymmetric snap‐through of the cap or classical buckling 
complete spherical shell (see Figure 5‐23(d,e,f)). 
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NOTE 5  As  λ   increases  above  7  the  prebuckling  behaviour  becomes more  and more 
linear. Figure  5‐23(f)  corresponds  to  a  configuration  in which  the  cap  can no 
longer be called ʺshallowʺ. The non‐uniformity of prebuckling behaviour occurs 
in  relatively  narrow  band  or  ʺboundary  layerʺ  near  the  edge. Any  further 
incre se  in results  in no  f rther alteration  in  the  curves or  locations of  the 
bifurca matter how  high  is,  the 
behav  at its boundary will never 
be  the  same as  that of a  complete  spherical  shell because  the presence of  the 

For  ac   and  shallow  caps  random  imperfections play  a major  role  in  the  loss of 
bili s  that  the  effect  of  initial 

a 
a   λ   u
tion points presented  in  Figure  5‐23(f). No 
iour of the incomplete spherical shell clamped

λ  

boundary gives  rise  to edge buckling at  the pressure  from 80%  to 90% of  the 
classical value  cp l . 

tual  spherical  shells
sta ty  under  uniform  external  pressure.  Figure  5‐24  demonstrate
imperfections is just as severe as in the case of cylindrical shells subjected to axial compression. 

82 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

 

Shallowness parameter  2 1/ 4 1 /2)H
2[3(1 )] ( )λ = − ν

h
  

(from Bushnell [28]) 

Figure 5‐23: Deflection curves and bifurcation buckling of cap er external 
pressure with various values of the shallowness parameter. 

s und
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(from Kaplan [29]) 

λ→

F e 5‐24: Early experimental results for clamped spherical caps under e
pressure 

igur

This pr
domes  e possibility of non‐axisymmetric buckling due  to  internal pre

 

  shell  is  a  toroidal  shell  jo
spherical  cap)  Galletly  obtained  the  following  expressions  for  the  meridian  and  the  h
resultants 

5.5.3.4 Domed (torispherical) End-closures under Internal Pressure 

oblem is of special interest to designers of pressure vessels, many of which have to
as  end‐closures. Th

first  predicted by  Galletly  in  1959  [30].  Buckling  is  caused  by  the  occurrence  of  co
circumferential stresses, which are induced by the internal pressure over parts of the end‐clo

Using  the membrane equations of an axisymmetric shell of revolution with no  torque act
torispherical  end‐closure  shown  in  Figure  5‐25  (a  torispherical

φ θ=N pR
2

 1 5‐17 

R1
N pR (2

2 R
)θ

θ θ
φ

= −   5‐18 

  b a
) stress  resultant 

As  can e  seen  in  Figure  5‐25  both  radii  of  curvature  are  positive,  therefore  for  intern
the meridional ( 0p >   Nφ  will  always be positive  (tensile). Notice  tha

stress resultant  Nθ  can be positive or negative, depending on the ratio  /R Rθ φ . From equa

it is evident that if 

  θ

φ
>

R
2

R
 

then  Nθ  will be negative  (compressive). The existence of compressive hoop stresses due 
pressure indicates that buckling with an asymmetric buckling mode may occur. 

To  calculate  the  critical  buckling  pressure  one  usually  solves  the  linearized  stability 
whereby here, as  can be  seen  in Figure 5‐25  the prebuckling  stress  resultants  Nφ  and  N
 

xternal 

erical 
ssure was 

inted  to  a 
oop  stress 

risph

mpressive 
sure. 

ing on  the 

l  pressure 
t  the hoop 

tion (5‐17) 

to  internal 

equations, 

θ  are not 
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 φ .
idio

constant but vary with  To solve the resulting variable coefficient linearized stability equations for 
the rather complex mer n geometr  the torispherical shells one relies on  rical methods. al  y of nume

 

Figure 5‐25: Pressure vessel with torispherical end‐closure – notation and sign 
convention 

5.6 References 

 Isis, 20, (58), 1933, The St. Catherine 
Press, Bruges, Belgium. 

[2] Rivello, R.M., ʺTheory and Analysis of Flight Structures,ʺ McGraw‐Hill, New  1969. 
troduction to the Elastic Stability of Structures, Prentice‐Hall, Englewood 

Cliffs, New Jersey, 1976. 

261‐268. 
[5] Brush, D.O. and Almroth, B.O., ʺBuckling of Bars, Plates and Shells,ʺ McG ill, New York, 

1975. 
Analysis,ʺ Report LR‐642, Delft 

on, (translated from Russian). NSF, 
Washington D.C. and U.S. Dept. of Commerce by the Israel Programme for Scientific 
Translation, Jerusalem, 1961. 
Sin s in Buckling 
of  61‐9, 1998. 

. London Math. Soc., Vol. 22, 1891, pp. 54‐67. 
[10] Gerard, G. and Becker, H., ʺHandbook of Structural Stability, Part 1: Buckling of Flat Plates,ʺ 

NACA TN 3781, 1957. 
[11] Coan, J.M., ʺLarge‐Def rvatures Loaded in Edge 

Compression,ʺ ASME Journal of Applied Mechanics, 18, (2), June 1951, pp. 143‐151. 

[1] Euler, L., ʺDe curvis elastics,ʺ Leonhard Eulerʹs Elastic Curves, translated and annotated by 
W.A. Oldfather, C.A. Ellis and D.M. Brown, reprinted from

 York,
[3] Simitses, G.J., ʺAn In

[4] Shanley, F.R., ʺInelastic Column theory,ʺ Journal of the Aeronautical Sciences, 14, May 1947, pp. 

raw‐H

[6] Notenboom, R.P., ʺFinite Strip Elements in Thin Plate Buckling 
University of Technology, Faculty of Aerospace Engineering, Delft, the Netherlands, September 
1990. 

[7] Vlasov, V.Z., “Thin‐walled Elastic Beams”, 2nd Editi

[8] ger, J., Arbocz, J. and Weller, T., Buckling Experiments, Experimental Method
Thin‐Walled Structures, Vol. 1, John Wiley & Sons, New York, ISBN 0‐471‐956

[9] Bryan, G.H., ʺOn the Stability of a Plane Plate under Thrusts in its Own Plane with Applications 
to the Buckling of the Sides of a Ship,ʺ Proc

lection Theory for Plates with Small Initial Cu

85 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

[12] Hu, P.C., Lundquist, E.E. and Batdorf, S.B., ʺEffect of Small Deviations from Flatness on 
Effective Width and Buckling of Plates in Compression,ʺ NACA TN 1124, 1946. 

[13] Koiter, W.T., ʺBuckling and Post‐Buckling Behaviour of a Cylindrical Panel under Axial 
Compression,ʺ Report S.476, National Aeronautical Research Institute (NLR), Amsterdam, The 
Netherlands, 14 May 1956. 

[14] Neut, A. van der, ʺThe interaction of local and overall buckling of thin‐walled structures,ʺ 9th 
Congr. Internat. Counc. Aeron. Sci., Haifa, 1974. ICAS Paper No. 74‐07. 

[15] Koiter, W.T., ʺGeneral theory of mode interaction in stiffened plate and shell structures,ʺ 
Technische Hogeschool Delft, Afdeling der Werktuigbouwkunde, Report WTHD 91, 1976. 

[16] Benson, A.S. and Mayers, J., ʺGeneral Instability and Face Wrinkling of Sandwich Plates – 
Unified Theory and Applications,ʺ AIAA Journal, Vol. 5, No. 4, April 1967, pp. 729‐739. 

[17] Sullins, R.T., Smith, G.W. and Spier, E.E., ʺManual for Structural Stability Analysis of Sandwich 
Plates and Shells,ʺ NASA CR‐1457, 1969. 

[18] Koiter, W.T., ʺOn the stability of elastic equilibrium,ʺ (in Dutch), Thesis Delft University of 
Technology, 1945, Engl. Translations: NASA TT 10,833 (1967) and AFFDL TR 70  (1970). 

[19] Budiansky, B., ʺTheo tic structures,ʺ Advances 
in Applied Mechanics (edited by Chia‐Shun Yih), Vol. 14, New York, San Francisco, London: 

 Angew. Math. Mech., Vol. 2, 1922, pp. 81‐91. 

Vol. VI, 1953, pp. 121‐130. 

ntal Mechanics, Vol. 1, 1961, pp. 88‐96. 
[26] Bellifante, R.J., ʺBuckling of sph  caps under uniform external pressu uglas Aircraft 

heory for the Buckling of Thin Shells,ʺ J. Aeronaut. Sci., Vol. 9, 1942, pp. 373‐
384. 

[29] Kaplan, A., ʺBuckling of Spherical Shells,ʺ from Thin Shell Structures, Theor riment and 
Design, Y.C. Fung and E.E. Sechler (eds.) Pr ntice‐Hall, Inc., Englewood C  1974, pp. 

rispherical shells – A Caution to Designers,ʺ ASME Journal of Engineering 
Industry, BI, (1), February 1959, pp 51‐66. 

‐25
ry of buckling and post‐buckling behavior of elas

Academic Press 1974, ISBN 0‐12‐002014‐9. 
[20] Zoelly, R., Ueber ein Knickungsproblem an der Kugelschale,ʺ Thesis ETH Zürich. Switzerland, 

1915. 
[21] Schwerin, E., ʺZur Stabilität der Dünnwandigen Hohlkugel unter gleichmässigem 

Aussendruck,ʺ Z.
[22] van der Neut, A., ʺDe Elastische Stabiliteit van den Dunwandigen Bol (in Dutch),ʺ Ph.D. Thesis, 

Delft University of Technology, 1932. 
[23] Kaplan, A., Fung, Y.C., ʺA nonlinear theory of bending and buckling of thin elastic shallow 

spherical shells,ʺ NACA TN 3212, 1954. 
[24] Klöppel, K., Jungbluth, O., ʺBeitrag zum Durchschlagproblem dünnwandiger Kugelschalen,ʺ 

Der Stahlbau, 
[25] Homewood, R.H., Brine, A.C., Johnson, A.E., Jr., ʺExperimental Investigation of the Buckling 

Instability of Monocoque Shells,ʺ Experime
erical re,ʺ Do

Missile and Space Systems Engineering Report SM 38938, 1962. 
[27] Tsien, H.S., ʺA T

[28] Bushnell, D., ʺComputerized buckling analysis if shells,ʺ Martinus Nijhoff Publishers, 
Dordrecht/BOSTON/LANCASTER, 1985, ISBN 90‐247‐33099.6. 

y, Expe
liffs, N.J.,e

248‐288. 
[30] Galletly, G.D., ʺTo

. 

86 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

6 
Analysis Methods 

6.1 Introduction 
To  study  the  stability of  the equilibrium  state  requires  the  solution of  two different problems. One 
proceeds 

ine  if  the  loss of  stability  causes also  the  failure of  the  structure with unacceptable 
stress or deformations, or if the structure is capable of some additional load carrying capability 
in a new stable configuration (“post‐buckling  

Although the problems are clear, several difficu e, and the first one is related to a fundamental 
question: what type of 

The answer is not quite obvious. On one side, the analysis of the failure of the structure and the loss of 
load  carrying  capability  is  expected  to  be  nonlinear,  involving  both  geometrical  and  material 
nonlinearity. But, on  the other side,  the  loss of stability  is sometime coincident with  failure, and  for 
some cases of such type, well known “linear” analyses have been demonstrated to be sufficient to find 
loss  of  stability.  In  addition,  in  some  other  cases,  a  static  analysis  is  not  adequate  to  evaluate  the 
stability of the equilibrium and the study of self‐excited vibrations is necessary. 

The first scope of this chapter is to give a survey of all the types of analysis which could be used for 
the study of stability. A simple descriptive presentation will be provided, to fix a common language 
and a clear understanding. For rigorous derivation and comprehensive details, proper references will 
be indicated.  

A  second  scope  is  to  categorize  the phenomena of  loss of  stability, by  indicating  for  each  type  the 
appropriate analysis to be performed.  

6.2 Static equilibrium and stability 

6.2.1 Overview 
In  this chapter we sup )  is a discrete model 
(e.g. a FEM model) an  provides much 
more details in his lectures [1]. The N components of the state vector u (e.g. the nodal displacements) 
describe the configuration of the system under the ction of physical quantities (e.g. external forces). 
These quantities are described by several contr eters, which are the components of the control 
vector λ. The control ve  parameter only. 

Each couple of u and λ corresponding to an equilibrium state is an equilibrium point in the hyperspace 
brium 

a. to determine at which load level the equilibrium loses its stability, and 

b. to determ

”).

lties aris
analysis is adequate to approach these problems?  

pose  that  the structural model  (sometimes named  system
d we  follow extensively  the exposition of C.A. Felippa, which

 a
ol param

ctor reduces to a scalar λ if the system is controlled by one

defined by u and λ. When λ varies,  the equilibrium point moves on  trajectories  called equili
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paths. Projections of these paths can be obtained by choosing any reference valu  λ among the 
components of u and λ. The graph obtained,  lled also response diagram, is as th Figure 6‐1 and is 

es u and
at of ca

useful to depict effectively the properties of structural equilibrium.  

 

u 

λ 

 

Figure 6‐1: Typical equilibrium path 

imit  points,  at which  the  tangent  to  the  equilibrium  path  is  horizontal,  i.e.  parallel  to  the 
deflection axis, and 

At  critical  points  the  relation  between  the  loa and  the  associated  deflectio not  unique,  and 
physically the structure becomes uncontrollable or inally controllable. 

e tangent to the equilibrium path is vertical, i.e. parallel 
ese are not critical points and have less 

interest  for  some  structures.  They  have  some 
  because  they  can  affect  the  performance  of 

of a non‐critical structure component) the structure can regain functional 

Specialized equilibrium points of interest for stability are the critical points, which are distinguished in:  

a. L

b. Bifurcation points, at which two or more equilibrium paths cross. 

d 
 marg

n  is 

6.2.2 Turning points and failure points 
NOTE  Some other special equilibrium points, not related specifically to stability 

study, are: 
• the turning points, at which th

to the load axis. For load‐controlled systems th
physical  significance,  but  are  of 
computational  significance,  however,
certain solution methods. 

• the failure points, at which a path suddenly stops or “breaks” because of e.g. material 
failure. The phenomenon of  failure can be  local or global  in nature.  In  the  first case 
(e.g, failure 
equilibrium  after dynamically  “jumping”  to  another  equilibrium path.  In  the  latter 
case  the  failure  is  catastrophic  or  destructive  and  the  structure  does  not  regain 
functional equilibrium. 

Because  u  is  not  always  a  single  valued  function  of  λ  (either  in  general  –see  Figure  6‐1‐  and  in 
particular at the neighbourhood of critical points), the most appropriate description of the load path 
are the parametric equations: 
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  ( )t=u u ,   t =  ( )λ λ   6‐1 

where  t  is a  scalar parameter.  If  t  is  interpreted as a physical  time, λ(t) descr  history of  the 
loading and u(t) the corresponding history of the structural configuration. 

re of

ibes  the

The need of introducing λ and its history is strictly related to nonlinear natu  the problem. While 
for a  linear problem one or more  (separately  computed)  equilibrium points are  sufficient  for a  full 
description (because linear superposition may be applied to describe the complete load scenario), for a 
nonlinear system the sequence of load application is important. 

Under  the  action  of  the  external  load  vector p(u,λ)  (in  general dependent directly  on u  and λ),  the 
structure  deforms  to  develop  the  equilibrating  internal  force  vector  f(u).  The  static  equilibrium 
equations can then be written in the following force‐balance equation: 

( )  ( ,= )f u p u λ   6‐2 

which can be written in the form of the force‐residual equation:  

0λur =),(   6‐3 

by introducing the residual force vector r = p‐f. 

6.2.3 Types of loadings 
ommon  are  one‐control 

parameter external  loads p(u,λ).  If  the vector p(u,λ does not depend on u,  the    is called 
separable. If in addition it is linear in λ the loading is said to be proportional, and  al 

 

 parameter t with a dot, the following incremental equilibrium equation applies 

Some  special  cases  of  external  loads  are  important.  Firstly,  very  c
)  system

the increment
load vector ∂p/∂λ=q is constant.

As  we  will  see  in  the  following  paragraphs,  the  incremental  form  of  the  previous  equation  is 
convenient, both  for nonlinear nature and  for  the stability study. By  indicating  the derivatives with 
respect to the scalar

0λQuK =− &&   6‐4 

where: 

u
rK

∂
∂

=   6‐5 

the is  tangential stiffness, and 

λ
rQ

∂
∂

−=   6‐6 

is the incremental load matrix. 

For a system with a single control parameter λ, if t=λ, the incremental equilibrium equation takes the 
more familiar form: 

λdd quK =   6‐7 

where 

λ∂
∂

−=q   6‐8 
r

is the incremental load vector. 

By defining the incremental velocity vector v=du/dλ, the equation 6‐7 can be written: 
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qvuK =)(   6‐

g  to  Euler  the  equilibrium  is  stable

9 

Accordin   if  for  a  given  q,  v  is  a  unique  solution;  then  the 
equilibrium is not stable when the following system has non‐zero solutions z: 

0zuK =)(   6‐10 

which is only possible if: 

0=det(K(u))   6‐11 

In other words, if we solve the general eigenvalue problem for K(u) 

zzuK ii λ=)(   6‐12 

we are interested in zero eigenvalues. 

.4
As  ou   paragraph,  it  is  important  to  emphasize  the  distinction  between 

li

li sidual equations of generalized forces (as  in this section), 
me   conservative  systems  (as  in  the  next  section)  or  by  a 

 work. 

abilit

In  continuum ity 
equations and constitu rm. 

6.2.5 Static sta
An  incremental  form bility 
following Hadamard  a certain 

approach

d equilibrium state (as the total potential energy study 

6.2  Distinction between equilibrium and stability equations 
tlined  already  in  this

equi brium and stability equations. 

Equi brium equations can be defined as re
by  ans  of  the  total  potential  energy  for
comparison between external and internal

St y equations can be derived as incremental equations from the residual equations. 

  mechanics  the  equilibrium‐residual  equations  are  complemented  by  compatibil
tive laws and result in a set of governing equations, partly in differential fo

bility in the sense of Hadamard and Euler 
  of  equilibrium,  as  equation  6‐9,  can  also  be  used  to  define  static  sta
(1865‐1963): equilibrium is stable if v varies continuously with q, i.e. if 

norm of v  is  lower  than an arbitrary value  ε, whenever  the norm of q  is  chosen  lower  than  δ. The 
Hadamard  definition  is more  coherent with  the  dynamic  definition  (e.g.  Liapunov),  but  the  Euler 

 has  the  advantage of defining  immediately  a  condition,  like Eq.  6‐10  and Eq.  6‐11,  to be 
verified for a non‐stable equilibrium. However one should notice that this condition is affected by the 
following restrictive hypotheses: 
• the uniqueness of solution is investigated only for unchanged control parameters, while 

in general the check should be performed also for constant state parameter. 
• the  existence  of  multiple  adjacent  equilibrium  points  does  not  give  sufficient 

information on the stability; additional considerations are needed to establish stability, 
e.g. work balance on incremente
allows for conservative systems); 

• the incremental equation like equation 6‐9, although nonlinearly dependent from state 
and control parameters, is a linearization, using the tangent as an approximation of the 
equilibrium path. 

In  conclusion,  to  follow  the  Euler  approach  (which  studied  all  the  possible  shapes  of  an  initially 
straight elastica) and following Lagrange contribution (which introduced the notion of bifurcation), a 
complete nonlinear analysis should be necessary to find all the possible adjacent equilibrium points, 
and additional considerations are required to assess stability.  
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6.2.6 The non linear eigenvalue problem for Euler stability 
The equation 6‐10 requires the solution of a nonlinear eigenvalue problem. 

6.3 Static equilibrium and stability of conservative 
systems 

The conservative systems are very important cases, frequently encountered in engineering practice. 

A system is conservative if it satisfies the following two conditions: the structure dissipates no energy 
(internally  conservative)  and  the  work  done  by  external  load  is  path  independent  (externally 
conservative). With these hypotheses, one can define an internal energy U (commonly called the strain 
energy), a load potential P (the negative of which is the external work W) and a total potential energy Π = 
U‐P. The internal force vector f, the external load vector p, the force residual r and the tangent stiffness 
matrix K have the following expressions: 

u
p

∂
∂

=
P
, 

u
f

∂
∂

=
U

, 
u

r
∂
Π∂

= ,  2

2

K
u∂
Π∂

=   6‐13 

The equilibrium equation r = 0 is then equivalent to the stationary condition of U: 

0U =
∂
Π∂

= u
u

δδ ,  0u ≠δ or  0=
∂
Π∂
u

  6‐14 

The  static  stability  approach  searches  for  equilibrium  points  for  which  non  zero  incremental 
displacements  z  are  possible  for  unchanged  load.  If we  restrict  to  the most  common  case  of  one‐
control parameter system, by using equation 6‐7, this condition can be written: 

0zuK =)( ,    z ≠ 0    6‐15 

which is possible only if 

uK =))(det( 0   6‐16 

and, accounting for equation 6‐13, it is equivalent to 

0U 2
2

2
2 =

∂
Π∂

= u
u

δδ ,  0u ≠2δ   or  02

2

=
∂

Π∂
u

  6‐17 

The previous equation can be used to define the critical points of conservative systems. They are found 
on  an  equilibrium  path  for  a  critical  value  λcr  of  the  load  parameter.  Because  the  system  is 
conservative,  K  is  symmetric  and  equal  to  its  transpose;  then  by  transposing  equation  6‐15,  one 
obtains 

6‐18 

Pre‐multiplying both sides of equation 6‐7 by zT and using equation 6‐18 the following expression for 
the work, performed by the incremental load vector q, is derived 

6‐19 

Two cases are possible: if 

6‐20 

then dλ=0, i.e. the tangent to equilibrium path is parallel to u, and the critical point is a limit point; and 
if 

0uKz =)(T  

0qz =λdT  

0≠qzT  
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0=qzT   6‐21 

(i.e. when z is orthogonal to q), the critical point is a bifurcation point.  

Both  limit  and  bifurcation  points  can  be  single  or  multiple  valued.  The  bifurcation  points  can  be 
asymmetric,  stable‐symmetric  and  unstable  symmetric.  For  a  qualitative  description  of  the  different 
behaviour of the total potential energy Π see section 6.6.  

6.4 Solution of nonlinear equilibrium equations 
To introduce the basic ideas of the solution methods, let us consider a one‐control parameter system 
and make reference to Figure 6‐2 and Figure 6‐3. 

P1 

P3

P2 

λ 

u u0, λ0 

∆λ 

∆λ 

u1 u2 u3 

∆λ 

 

 

Figure 6‐2: Purely predictor method 

P1 

u u0, λ0 

∆λ 

C1

u1

 

Figure 6‐3: Pred rrector method 
 

ictor‐co
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Let us suppose  that a starting equilibrium conditio
known. For an  increment Δλ of  the control parame

n  (u0,λ0) and  the  tangential stiffness K0=K(u0) are 
ter, we can predict an approximation of  the new 

equilibrium point, by moving along the tangent to the equilibrium path at the point P1. The algorithm 
used to find P1 is called predictor and can be applied for the subsequent increments Δλ to approximate 
the equilibrium path. 

The approximation of such purely predictor methods is affected by a drift error highly depending on 
the  increments  Δλi.  To  improve  the  approximation,  after  each  prediction,  a  corrector  algorithm  is 
applied, to find points Ci, closer to the equilibrium path along a selected projection line (parallel to u 
in  the example of  the Figure 6‐3). Note  that both Pi and Ci are only approxima ions of equilibrium 
points: the corrector is an iterative algorithm used to reduce the 

t
residual of equilibrium equation 6‐3 

to a requested level. 

More generally, the solution methods use both a predictor together with a corrector algorithm, finding 
the sequence of the approximate solution points 

ui, λi 6‐22 

If  the  solution  point  S=  Pn  at  step  n  is  known,  to  find  the  point  Pn+1,  the  predictor  applies  the 
incremental equation 

λdd quK =   6‐23 

by moving on the equilibrium path tangent to the point Pn+1, the intersection of the tangent with the 
surface defined by the constraint equation 

0),( =∆∆ nnc λu   6‐24 

Then  an  iterative  corrector moves  along  the  constraint  surface  towards  the  equilibrium  path,  by 
building the sequence: 

n

to  find  the  next  approximate  equilibrium  point 

kk λ,u   6‐25 n

),(C 111 +++ ≡ nnn λu ,  satisfying  with  a  requested 
accuracy the residual equation: 

0ur =++ ),( 11 nnn λ   6‐26 

Note  that  both  equation  6‐23  and  equation  6‐26  are  systems  of N  equations, with N+1  unknown 
quantities (N component of u and λ): the constraint equation is the additional condition necessary to 
solve the problem. 

To define the algorithm the following steps are used: 

s 

a. an integration scheme of equation 6‐23 

b. a constraint equation 6‐24 for the predictor 

c. an iterative corrector for better approximation of residual equation 6‐24 

d. a requested accuracy with a defined norm for residual r. 

The Euler forward scheme is the most simple and commonly used integration scheme for the tangent 
stiffness equation 6‐23, which becomes: 

nnnn λ∆=−+ quuK )( 1   6‐27 

Three typical strategies of constraint equations are schematically represented in Figure 6‐4, Figure 6‐5 
and Figure 6‐6. 
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∆λn=ln 

Predictor 

Corrector 

 
Case a 

Figure 6‐4: Typical corrector strategies (1 of 3) 

 

║un║=ln 

Predictor 
Corrector 

 
Case b 

Figure 6‐5: Typical corrector strategies (2 of 3) 
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 ∆sn=ln 

Predictor 
Corrector 

 
Case c 

Figure 6‐6: Typical corrector strategies (3 of 3) 

se  s a value ln for the load increment Δλn: The ca a) refers to the load control method which specifie

nn l=∆λ   6‐28 

The case b) refers to the state control method which specifies a value for a selected norm of u: 

nn l=u   6‐29 

The case c) refers to the arc‐length control method which specifies a length Δsn on the tangent path  

nn ls =∆   6‐30 

Iterative corrector algorithms can be obtained by a Taylor expansion about the last equilibrium point 
(iteration k of prediction n) of the system of equations:  

,( )
0),( =λ

λ
uc

= 0ur
 

as follows 
++ kkkkkk

 

6‐31 

0)()(

)()(
11 =−+−+

=−−−+
++ k

n
k
n

k
n

k
n

Tk
n

nnnnnn

gc λλ

λλ

uua

0quuKr
6‐32 

with the definitions: 

11

u
r∂

λ∂
∂

−=
rq  

u
a

∂
∂

=
cT  

λ∂
∂

=
cg  K

∂
=   6‐

 because  it  is of order 

33 

The matrix of  the system of equations 6‐32  is called augmented stiffness matrix,
N+1 if the tangent stiffness matrix K is of order N. 

Several  tests can be used  to check  the accuracy of  the solution and  to stop  the  iterations along  the 
constraint  surface.  For  example,  the  iterations  can be  stopped  by  checking  the  size  of  the  residual 
forces  
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rk ε≤r   6‐34 

or by checking the size of the state vector increment of the last two iterations: 

ukk ε≤−+ uu 1   6‐35 

6.5 Finding critical points of the equilibrium path 
The  study  of  the  stability  of  the  equilibrium  of  a  structure  subject  to  static  or  quasi‐static  loads 
requires the solution of two problems: 

a. to find critical points of the equilibrium path, and 

b. to evaluate the stability of these points. 

This chapter is dedicated to the first problem; the section 6.6 discusses the second problem. 

The  first problem  can be approached by  the direct methods, which detect  the  critical points without 
tracing the equilibrium paths, or by the indirect methods, which detect the critical points while tracing 
the equilibrium path. 

A  direct  method  searches  for  critical  points  among  equilibrium  points.  It  does  not  trace  the 
equilibrium path, but  it uses  the  residual  force  equilibrium  equations with  a  set of  constraints,  the 
critical point test function (CPTF), which characterizes the critical points. 

The most common CPTF  is  the equation of  the eigenvalues of  the  stiffness matrix K. Then a dir t 
metho

ec
d usually uses the following set of equations: 

0λur =),(   6‐36 

0zuK =),( λ   6‐37 

0)( =Φ z   6‐38 

where the last equation is an added con  to rule out the trivial solution z (i.e. can 
be used). 

In other words, because  the critical points are characterized by  the  tangent stiffness matrix K being 
al point. The 

smallest eigenvalue of K is an accurate estimator of K’s singularity. A change of sign of the smallest 
eigenvalue detects K becoming singular. The mon ring of  the eigenvalues of K, or  the problem of 
finding  null  eigenvalues  of  K,  is  nonlinear  beca   K  is  evaluated  at  equilibrium  points  on  a 
nonlin on of 
λ. As a consequence, because a complete response analysis cannot be avoided, only indirect methods 

roximation, which can be formulated as follows. 

:

0=     1T =z z  straint  

singular, a CPTF essentially monitors K to obtain an estimate of its proximity to a critic

ito
use:

ear equilibrium path, and it is a nonlinear function of u, which in turn is a nonlinear functi

are adequate to solve the problem of finding the critical points. However, because an analysis of such 
nature is computationally very expensive, some approximations can be accepted. The most important 
is the Linear Buckling Eigenvalue (LBE) app

With reference to a certain reference equilibrium point  0u  let us consider a Taylor approximation of K 
with respect to. the incremental load parameter λ: 

...)( 3
3

2
2

10 ++++= KKKKK λλλλ   6‐39 

By just taking the linear terms, a linear eigenvalue problem is obtained  

0zKK =+ )( 10 λ   6‐40 

Herein is  indicated  also  as  and  is  called  the material  stiffness,  being  the  stiffness  at  the   0K   MK  
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1Kλ ireference  equilibrium  point;  and s  indicated  also  as  and  is  cal e  geometric  or 

pendent  on  the  lo

 structure condition is taken as reference eq brium condition, the linear 
prebuckling problem (LPB) is obtained, req ing the following steps: 

 linear stat

GK   led  th

differential  stiffness,  linearly de ad  parameter  λ  and  1K   is  also  evaluated  at  the 
reference equilibrium point. 

If, in addition, the unloaded uili
uir

• Assemble the linear stiffness  0K  and solve the ic problem  λ00 quK  for λ=1, an  
obtain the internal forces and stresses. 

• Compute the reference geometric matrix K  and

= d

 the geometric stiffness matrix1   1KK λ=G  

  0zKK =+ )(• Solve the linear buckling eigenvalue problem 10 λ  

 because  it does not  require  the  solution of any nonlinear 
equilibrium equation. An intermediate approximation  is possible if as referenc ilibrium point, a 
point is taken on an equilibrium path other than th  unloaded structure conditi d a LBE problem 

counted  for  and  a  LBE  is  applied, 
subsequent  to  some  steps  of  nonlinear librium  analysis.  Figure  6‐7  sum es  the  different 
situations for LPB and LBE accounting for nonlinear prebuckling effects. 

The LPB method  is a  true direct method,
e equ
on ane

is  formulated.  In  this  case  pre‐buckling  nonlinear  effects  are  ac
  equi mariz

 

u 

λ 

λlinear 

λnonlinear 

 

Figure 6‐7: Eigenvalue analysis with linear and nonlinear pre‐buckling 

  a  conservative mechanical  system  can  be  tested 
completely using  a  static  criterion, by  investigating  the  second variation of  the potential  energy. A 
stationary  value  of  the  total  potential  energy with  respect  to  the  state  variables  is  necessary  and 

6.6 Stability at the critical points of a discrete 
conservative system 

As  explained  in  section  6.3  the  static  stability  of

97 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

sufficient  for  the  equilibrium  of  the  system  and  a  relative minimum  of  the  total  potential  energy  is 
necessary and sufficient for the stability of an equilibrium state. 

For discrete conservative systems, in addition, a classical treatise of Thompson and Hunt [2] provides 
general conclusion on the stability at four types of critical points, based on the study of the potential 
energy.  These  results  are  summarized  in  this  section  by  using  response  plots, with  the  following 
conventions: 

a. the control parameter λ is the vertical axis 

b. a representative displacement u or deformation mode amplitude is shown along the horizontal 
axis as state parameter 

c. heavy lines denote equilibrium paths 

d. continuous lines denote stable paths 

e. dashed lines denote unstable paths 

f. shaded lines denote total potential energy Π (which depends on u, for a fixed load parameter λ)  

N ith  a 
system with many degrees of  freedom care should be  taken  in drawing 
conclusions from these schematic figures. On an actual plot of λ against 

 smooth 
 state 

parameter  ui  the  point  might  appear  as  a  sharp  cusp.  The  smooth 
maximum of a path in three‐dimensional space can for example be seen 
as a cusp if the eye is directed along the horizontal tangent to the path. 

Figure  6‐8  represents  the  case of  a  limit  point. At  a  fixed value  λ  =  λ1<λcr  the  total potential  energy 

OTE  These  figures  illustrate  the  physics well,  but  if we  are  dealing w

one of the state parameters, the limit point is normally seen as a
maximum, but  it should be realized that for a certain choice of the

1( )λΠ u,  

and a max
has a minimum with respect to the state parameter u on the stable rising region of the path 
imum on the unstable falling region. As the prescribed value of λ is increased, the maximum 

and  the minimum  approach  each  other  and  coalesce when  λ  =  λcr. At  this  critical  point  the  total 
potential energy has a horizontal point of inflexion. At a higher value of λ=λ2 > λcr , there are no local 
equilibrium states and the total potential energy has no stationary point. The equilibrium state at the 
limit point is unstable (because the total potential energy has not a minimum), and the absence of local 
equilibrium  states  at values of  λ >λcr  implies  that  a physical  system under  slowly  increasing  λ will 
eventually snap‐through, dynamically.  

Figure  6‐9  shows  the  case  of  an  asymmetric  bifurcation  point.  The  initially  stable  fundamental 
equilibrium  path  that  emanates  from  the  origin  loses  its  stability  on  intersecting  a  distinct  and 
continuous secondary (post‐buckling) equilibrium path. The intersection point B is a critical point of 
bifurcation type. An asymmetric bifurcation point is characterized by the fact that both paths have a 
nonzero slope with respect to λ at B. With varying λ the paths exhibit a phenomenon called exchange of 
stability. For λ1 < λcr the total potential energy has a minimum with respect to u on the stable region of 
the fundamental path and a maximum with respect to u on the unstable region of the post‐buckling 
path. As λ is increased, the maximum and minimum finally coalesce so that at λ = λcr the total potential 
energy has a horizontal point of inflexion at the critical equilibrium state. At λ values over the critical 
one  the maximum  and minimum  exchange places. Since  an unstable branch  emanates  from B,  the 
critical  eq  under 
slowly  increasing  λ  would  snap  dynamically  from  this  critical  equilibrium  state  despite  of  the 
existence of stable equilibrium states at higher value  of λ. 

Symmetric b   zero  slope 
with respect le, 

 
uilibrium  state  is unstable.  In  the presence of  small disturbances  a physical  system

s

ifurcation points  are  characterized by  the  fact  that  the  intersecting path has
 to the control parameter at B. These points may be divided into stable or unstab
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depending  on  whether  the  intersecting  post‐buckling  path  is  “rising”  or  “falling”  and  the  total 
potential energy has a minimum or a maximum. 

Figure 6‐10 depicts  the case of an  stable‐symmetric bifurcation point. Here a  fundamental equilibrium 
path rising monotonically from the reference state is seen to intersect a stable rising secondary (post‐
buckling)  path  that  passes  smoothly  through  the  critical  equilibrium  state  with  zero  slope.  The 
continuation of the fundamental path beyond B is unstable. The total potential energy for λ=λ1 < λcr has 
a  single  stationary  value  with  respect  to  u,  namely  the  minimum  on  the  stable  region  of  the 
fundamental path, and as the value of λ is  increased  this minimum  is  transformed  into  two minima 
and one maximum. The critical equilibrium state is neutrally stable and the secondary path is stable, 

rsects an 

n  depending  on  the 
postulated small disturbances or imperfections. 

so a physical system under slowly increasing λ would exhibit no dynamic snap but would follow the 
stable  rising  post‐buckling  path,  the  direction  taken  depending  on  the  small  disturbances  or 
imperfections which are inevitably present. 

In case of an unstable‐symmetric bifurcation point (see Figure 6‐11), the fundamental path  inte
unstable falling path which as in the previous case has a zero slope at the critical equilibrium state. At 
a  prescribed  value  of  λ  =  λ1  <  λcr  the  total  potential  energy  has  now  three  stationary  values with 
respect to u, namely two maxima on the unstable post‐buckling or secondary path, and a minimum on 
the  stable  region  of  the  fundamental  path.  These  three  stationary  points  transform  into  a  single 
maximum with increasing λ. The critical equilibrium state is seen to be unstable, so a physical system 
would  snap dynamically  from  the  critical  equilibrium  state,  the  direction  take

 
(From [1]) 

Figure 6‐8: Potential energy and stability at a limit point  
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(From [1]) 

F  igure 6‐9: Potential energy and stability at an asymmetric bifurcation point

 
(From [1]) 

Figure 6‐10: Potential energy and stability at a stable‐symmetric bifurcation point 
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(From [1]) 

Figure 6‐11: Potential energy and stability at an unstable‐symmetric bifurcation 

on analysis 

  results  of  “perfect”  models  and  test  measurements  of 

 investigators recognized 
the  “imperfections”  as  responsible  for  these  differences.  In  particular  shell ability  has  been 
discovered  to  be  very  sensitive  to  deviations    the medium  surface  from  ide l  geometry  (in  the 
following  referred  to simply as “shape” or “geometric  imperfections”), as  indicate r example  in  the 
Figure 6‐12, reproduced from Babcock [4]. This figure refers to a cylinder under axial load and shows 

rized with  the help of 
the following figures which represent the effect of imperfections on limit and bifurcation points.  

point 

6.7 Imperfecti
Usually structural analysis models do not account for multiple “imperfections” of the real structures, 
as  for  example  deviations  of medium  surfaces  from  ideal  geometry,  variation  of  thickness,  load 
eccentricity,  material  non‐homogeneous  properties  and  flexibility  of  boundary  conditions.  These 
omissions may  be  accepted,  and  included  among  analysis  uncertainties  covered  by  safety  factors, 
whenever  they do not affect  significantly  structural behaviour and, as a consequence, do not cause 
excessive  discrepancies  between  analysis
“imperfect”  real  structures  (usually  differences  between  analytical  predictions  and  test  results  are 
accepted if lower than 10% for displacements and 20% for stress). 

This is not always true for structure stability analysis. For buckling of shells big discrepancies between 
analysis and test were emphasized since 1932 by Flügge [3] and subsequent

  st
aof
d  fo

the  relative  importance of different  types of  imperfections, and  that a small geometric  imperfection 
can  substantially  reduce  the  stability values, because  the  curve of  shape  imperfection  starts with a 
vertical tangent.  

More  generally,  “high”  sensitivity  to  the  presence  of  “small”  geometric  imperfections  is  a 
phenomenon associated with certain  types of critical points, as can be summa
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Figure 6‐12: Influence of imperfections on the stability of axially loaded cylinders 
(from [4]) 

 by using, as 
usually, λ which represents the control parameter (e.g. the load multiplier) and u representing a state 
parameter (e.g. displacement in load direction). Bold lines represent the response of the perfect system 
whereas  light  lines represent  the responses of  imperfect systems  for  fixed values of a dimensionless 
imperfection parameter

In the Figure 6‐13 and Figure 6‐14, on the left a projection of the load path is displayed,

  ξ (e.g. amplitude of shape deviation as percentage of minimum thickness). 
Furthermore continuous lines identify stable equilibrium path portions whereas dashed s identify 
unstable portions. In the same figures, on the right, λcr  is the value of λ at critical points, plotted 
against the imperfection parameter

 
 line

ξ . 

Figure 6‐13 describes the effects of imperfections at a limit point: the changes induced on 
path do not affect the nature of critical point, it is always a limit point both for perfect and

equilibrium 
 imperfect 

structure. The critical value    it point λL m g a curves as sketched in the right plot, which 
maintains a  finite and nonzero slope even  for

at lim oves alon
  ξ → 0. Changes of λL are usually moderate  (10‐20%) 

nd the structure could be typified as mildly imperfection sen ve. a siti

For  asymmetric  bifurcation  points  the  role  of  imperfection  is much more  significant,  as  shown  n i
Figure  6‐14.  Now,  for 0ξ > ,

ring at λ
  the  imperfection  modifies  the  nature  of  the  critical  point  from  a 

bifurcation point occur to a limit point at λ ; The curve on the right has now an infinite slope C  S

as  ξ →  0  and  the  drop  from  λC  to  λS  can  be  very  high  (e.g. more  than  70%)  also  for  a  small 

imperfection,  typifying  the structure as highly sensitivity  to  initial positive  imperfections. For  0ξ < , 
the structure apparently exhibits no  instability  in  the vicinity of  the bifurcation point and  follows a 
stable  rising  path;  however  rapid  growth  of  the  deflections  arises  as  the  critical  load  level  of  the 
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perfect  system  is  reached  and  the  equilibrium  is  unreliable  in  the  presence  of  s   dynamic 
disturba

mall
nces. 

 

Figure 6‐13: Effect of initial imperfections at a limit point 

 

Figure 6‐14: Effect of initial imperfections at an asymmetric bifurcation point 

Typical plots for an unstable symmetric bifurcation point are shown in Figure 6‐15. Both positive and 
negative imperfections cause modification from bifurcation to limit points. Due to a sharp cusp of the 
curve λcr vs  ξ ,

 case
 significant reduction of stability critical values can arise also for small imperfections, 

and also this  is characterized by a high sensitivity to initial imperfections. 

Typical pictures for a stable symmetric bifurcation point are shown in Figure 6‐16. Both positive and 
negative imperfections have similar effects, each yielding a continuously stable and rising equilibrium 
paths as shown. Therefore, imperfect structures of this type move along stable equilibrium paths, but 
display a more rapid growth of the deflections as the critical load of the perfect system is approached. 
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In conclusion, due to high imperfection sensitivity of asymmetric and unstable‐symmetric bifur
points, ructural stability analysis should account for imperfections.  

cation 
 st

 

Figure 6‐15: Effect of initial imperfections at an unstable‐symmetric bifurcation 
point. 

 

Figure 6‐16:  point 

6.8 Dynamic stability analysis 
Dynamic stability analysis is relevant, in   of a generic motion and, 
in a more restricted the stability of free vibrations around a static equilibrium state (i.e. at rest 
state). In the fi  be  lied   example to th  of a s cture to loads varying 
with  the  time  in s ay  that  inertia  forces cannot be  ignored  (i.e.  impulse  loads).  In  the second 
sense  it  is  required when  static  approaches described  in  previous  paragraphs  are  not  adequate  to 
check stability of static equilibrium, but it is necessary to study a perturbation motion starting from a 

 Effect of initial imperfections at a stable‐symmetric bifurcation

the most general sense, to the stability
 sense, to 

rst sense it can
uch a w

app for e response tru
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static  equilibrium .e.  stability  of  equilibrium  of  non‐conservative  systems).  Lyapunov’s 
definition dy y  can be  applied  to  th  cases. It  states  essentially  the  continuity  of 
motion, conside f displacements and velocities, with respect to the initial conditions. 

Let us then conside hysical time t as state parameter and describe the motion by the vector  

  state  (i
namic  stabilit
red in terms o

  of    bo  

r the p
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  6‐41 

including  h the tor u(t)  d its derivative dtdt /)( uu =& ,  ith the in ial conditions w itbot  state vec an  
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⎫
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  ‐42 

Let us consider ano  x(t with  init l conditions  and efine a norm ρ(x,y) to measure 
the distance of the and a norm ρ0(x0,y0) to measure the distance of initial conditions. Then we 
can give th ollo tions. 

A motion is Ly  

0 6

ther motion )  ia   0x ,  d
 motions 

wing definie f

apunov stable if:

ερδρδε <⇒<>∃>∀ :0,0 6‐43 

The motion is Lyapunov asymptotically stable if it is stable and x(t) →y(t) as t→∞. 

By words: a motion  is Lyapunov  stable  if any other motion  starting  sufficiently  close,  still  remains 
close to it (in terms of displacement and velocity); a motion is Lyapunov asymptotically stable if any 
other motion  starting  sufficiently  close,  will  asymptotically  approach  it.  The  Figure  6‐17  gives  a 
graphical representation of Lyapunov’s stability definition both in the history plane (y vs t) and in the 
phase  plane  vs  u).  In  particular  note  the  graphical  representation  of  free  vibration  near  a 
configuration  static equilibrium. 

Lyapunov’s definition,  although  simple  and  elegant,  is not  completely  satisfactory  from a practical 
point of view, because  it does require a minimum  lower bound  to δ, and for  this reason a structure 
could  be  practically  unstable  even  if  theoretically  stable.  But  the  most  challenging  aspect  is  the 
difficulty of checking the stability condition as requested by the definition. 

),( yx  ),( 000 yx

(u&  
 of
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Figure 6‐17: Graphical representation of Lyapunov’s stability definitions 

The direct Lyapunov method is ancillary to these difficulties. This method is based on finding functionals 
V(y) which are similar for properties and use to the total potential energy. According to a Lyapunov 
theorem the sufficient condition for stability is the existence of a functional V(y) with the properties: 

0)(,0)( => 0y VV   6‐44 

0)( ≤
∂
∂

=
dt
dVV y

y
y&   6‐45 

The stability criterion of Lyapunov functionals is represented graphically by Figure 6‐18 
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Figure 6‐18: Graphical representation of Lyapunov’s functional criterion 

Unfortunately no general procedure  to create  these  functionals  is known, except  for  linear systems, 
and for this reason the method is generally difficult to be applied, not only in numerical simulation, 
but also in continuum mechanics theory. 

Alternative  possibility  is  given  by  the  so‐called  indirect  Lyapunov’s  methods,  which  are  based  on 
linearization of motion equations and study of changes of motion with input data.  

To  describe  such  a methods, we  can  re‐write  the  force  balance  equation  6‐2  in  a  new  form more 
appropriate to dynamics, by adding to the  internal forces the  inertia forces (D’Alembert’s principle), 
by  indicating  the direct dependence  of  internal  forces  from u  and    and  by  indicating  the direct 
dependency of external forces from the time. The resulting nonlinear  amic equations are: 

u& ,
dyn

)(),( tquufuM =+ &&&   6‐46 

Let us consider another motion  )()()( ttt duw +=  obtained by adding a perturbation motion d(t) to 
the  reference motion u(t),  and  linearize  the  internal  forces as  in  statics, but  accounting  for  a direct 
dependency from velocity: 

d
u
fd

u
fuufwwf

∂
∂

+
∂
∂

+= &
&

&& ),(),(   6‐47 

By  introducing, as usual,  the  tangent stiffness matrix 
u
fK

∂
∂

=  and  in addition  the damping matrix 

u
fC
&∂

∂
= , the linearized dynamic equations can then be written: 

6‐48 

and  can  be  split  into  equations  6‐46  valid  for  reference  solution  u(t)  and  the  linearized  differential 
equations for the perturbation motion

6‐49 

to which the following non‐homogenous initial conditions apply: 

)(),( tqKddCuufwM =+++ &&&&  

  ( )td  

0KddCdM =++ &&&  
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00 )0()0( dddd && ==   6‐50 

to define completely the linear problem of free‐vibrations. 

We can search for solutions of the type 

6‐51 

Replacing and in Eq. 6‐49 yields 

6‐52 

which is the eigenproblem that governs linear dynamic stability. 

The eigenvalues are in general complex in conjugate pairs 

tpet zd =)(  

  dd 2p=&&     dd p=&  

0zKCM =++ )( 2 pp  

ωα jp ±= ,  1−=j   6‐53 

To distinct eigenvalues correspond eigenmodes of the type 
 coste tα ω  ,   sinte tα ω      6‐54 

For an eigenvalue of multiplicity r, there are eigenmodes of the type  
 costt e tα ω  ……   1 sinr tt e tα ω−    6‐55 

From  these  results  the  stability condition  is made  simple and  strictly  related  to  the  real part of  the 
eigenvalues. If one of the following conditions arise, for at least one eigenmode: 

   (for distinct eigenvalues),   6‐56 

or  

(for multiple eigenvalues),   6‐57 

then instability occurs, because the motion exponentially grows with time. Moreover if the eigenvalue 
is real (ω=0), the instability is of divergence type, otherwise it is of oscillatory type called flutter. 

Graphical representations of the eigenvalues p(λ) as λ is varied are the root locus plots on the complex p2 
or p planes (see Figure 6‐19 and Figure 6‐20), or the root amplitude plots which show the magnitude of p 
that is |p (λ)| vs λ (see Figure 6‐21 and Figure 6‐22). 

0)Re( >p

0)Re( ≥p  
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Figure 6‐19: Root locus plot of divergence instability (from [1]) 

 

Figure 6‐20: Root locus plot of flutter instability (from [1]) 
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Figure 6‐21: Root amplitude plot of divergence instability (from [1]) 

 

Figure 6‐22: Root amplitude plot of flutter instability (from [1]) 

In  the  case of  static  (not  time dependent)  loads,  the  commercial codes give  the possibility  to easily 
perform full nonlinear static analysis. If there is also the possibility of switching, at a certain level of 
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load,  to  a  free‐vibration  analysis,  indirect  Lyapunov methods  and  variation  of  frequencies  can  be 
applied to check the dynamic stability. Although reduced to solve eigenvalue problems, however, the 
computation effort is significant and strictly speaking not practically possible, because all eigenvalues 
are required to verify the stability conditions. Moreover, a study of dependency of eigenvalues with 
respect to load parameter has to be investigated. Then in practice both direct and indirect Lyapunov 
methods are difficult to be applied, and even if they contribute definitively to clarify the terms of the 
problem, sometime other approaches are used in practice.  

For  the case of  transient  loads,  the commercial codes do not always allow easily such sophisticated 
analyses  as  required  by  direct  or  indirect  Lyapunov  methods.  Nevertheless  the  possibility  of 
performing nonlinear  transient analysis allow a procedure  firstly suggested by Budiansky and Roth 
[5], suggesting a stability criterion “qualitative, but fairly well defined ”, and easy to be applied. 

They considered a clamped spherical cup,  loaded by a pressure varying step‐wise  in  the  time, as  in 
Figure 6‐23 (a). The transient nonlinear response is then computed and displacement output histories 
are obtained for different levels of pressure amplitude, as in Figure 6‐23 (b). The proposed criterion is 
to consider loss of stability when, for a small increment of load amplitude, there is a large increment in 
output displacements.  In Figure  6‐23  (c),  the maximum output displacement  is plotted vs pressure 
amplitude, showing a jump for a pressure amplitude which is defined as critical. 

 

Figure 6‐23: (a) Rectangular pressure history; (b) response histories for various 
pressure; (c) variation of maximum response with pressure 

Imperfection  sensitivity  also  arises  for dynamic  stability  and  the most  easy way  of  accounting  for 
imperfections seems to be the continuation methods, requiring solution of the full transient nonlinear 
equation  (e.g.  the  Budiansky‐Roth  approach).  Nevertheless  an  initial  post‐buckling  Koiter‐type 
approach has been recently proposed [6]. The greatest amount of investigations refers to transient load 
conditions which can reveal a higher sensitivity with respect to the corresponding static load. Figure 
6‐24 (taken from [7]) represents the case of a structure of the type that bifurcates symmetrically and 
has a static buckling load Ps less than Pc if it is perfect. Dynamic analysis shows that the same structure 
with the same imperfection would have under step load a dynamic buckling load Pd. Then as shown 
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in  the  figure dynamic  buckling  is more  sensitive  to  imperfection,  but  the dynamic  buckling  never 
occurs at a load level less than 70% of the static one. 

 

Figure 6‐24: Dynamic buckling due to step loading 

For further information on “dynamic buckling”, particularly under impact type loading, see detailed 
information and discussions in Chapter 18 of [8]. 
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7 
Material characteristics 

7.1 Overview 
Structural stability depends on the applied load and geometric parameters like slenderness, boundary 
conditions  and  imperfections. Furthermore,  it  is  influenced by material parameters. As  long  as  the 
load  intensity  is  small  enough  to  keep  the  material  within  the  linear  elastic  range  the  material 
parameters  are  merely  factors  for  the  stability  limit.  These  factors,  however,  can  be  affected  by 
environmental conditions  like temperature and moisture changes as well as by the  loading velocity. 
Beyond the elastic limits the material can show a nonlinear load deflection behaviour which should be 
considered  in  the  stability  analysis.  Also  the  material  strength  is  of  importance.  Surpassing  the 
strength limit locally results in a change of the structure leading to different stability behaviour. 

7.2 Linear elasticity and elastic properties 

7.2.1 Overview 
Generally,  material  properties  depend  on  the  effects  of  the  environmental  conditions,  and  on 
procurement, manufacturing process and verification. For composites in addition, the type of required 
properties depends on  the  level on which  the analysis  is executed.  Is  there  for  instance an analysis 
model  applied  on  the  laminate wall  level  or  on  lamina  level  (macro‐mechanical  quantities  for  a 
lamina‐based FEA). Lamina modelling can use the properties of the  lamina constituents’ matrix and 
fibre (micromechanics) as material input.  

Basically, it is assumed that the strain at a material point in an elastic body is completely determined 
by the current stress and the temperature there. In case that the thermal state is ignored the strain at a 
material  point  depends  only  on  the  stress  at  that material  point,  thus  σ =σ(ε).  The  relation  7‐1  is 
thereby established by a linear operator, the so called linear elasticity tensor  

klijklij C εσ ⋅=  
 

7‐1 

It is the simplest model for a constitutive equation which however, is essential for stability analyses. 
The linear elasticity tensor represents the generalised Hooke’s law by 9 linear equations with 9x9 = 81 
elasticity  coefficients. With  application  of  σij=σji  and  εij=εji  and  exploitation  of  occurring  material 
symmetry  conditions,  the  number  of  independent  elasticity  coefficients  (proportional  to  elasticity 
properties and engineering ‘constants’) reduces, see for instance Ref [1]. 
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Table 7‐1: Elasticity properties (here, engineering constants) of structural materials 

 
  Elasticity Properties  

  direction 
or plane 

1  2  3  12  23  13  12  23  13 
 

9 
general. 

orthotr.  1E  2E  3E  12G  23G  13G  12ν  23ν  13ν  comments 

5 
UD,  

non‐crimp 
fabrics 

||E
 ⊥E  ⊥E  ⊥||G

 ⊥⊥G  ⊥||G
 ⊥||ν

 ⊥⊥ν  ⊥||ν
 

)22/(EG ⊥⊥⊥⊥⊥ += ν

|||||| E/E⊥⊥⊥ =νν  

quasi‐isotropic 

2‐3‐plane 

6 fabrics  WE
 FE  3E  WFG  3WG  3W|G

 WFν  3Wν  3Wν  Warp = Fill 

9 
fabrics 

general 
WE
 FE  3E  WFG 3WG 3FG  WFν  3Fν  3Wν  Warp ≠ Fill 

5 mat  ME
 

ME
 3E  MG  3MG 3MG  Mν  3Mν  3Mν  

GM = EM /(2+2νM) 
1  is perpendicular to 
quasi‐isotropic mat 

plane 

2  isotropic  E E E G G G ν ν ν G=E /(2+2ν)  

              
 

E:=Young’s modulus, ν:=Poisson’s ratio, G:=Shear modulus. 1 or ||:= parallel to the 
fibre, 2 or := transversal to the fibre; 3:= thickness direction; W:= Weft, F:= Fill, M:= 

Mat  := (here) larger Poisson’s ratio 

In  Table  7‐1  these  characteristic  elasticity  properties  are  summarized.  The  respective  number  of 
elasticity properties of a material is represented there by the so‐called engineering constants normally 
utilized as analysis  input. The  first column gives  the number of  independent properties. Shadowed 
entries indicate how many mutually independent properties a material possesses. For instance in the 
case of an isotropic material model there exist only two properties, namely E and ν. 

7.2.2 Orthotropic elasticity 
Within the framework of buckling it is not recommended due to missing test experience to establish 
an anisotropic material model of higher  level  than  the general orthotropic one. Besides  this,  it would 
require a huge amount of effort  to estimate all necessary material properties. And  their accuracy  is 
essential to pass the material stability criteria visualized below. 

Eq.  7‐2  defines  the  elasticity  coefficients  in  the  stress‐strain  relationship  of  the  general  orthotropic 
material, which is the most general linear material model, whereby C12=C21, C13=C31 and C23=C32. It is 
taken for modelling of e.g.  formed ductile metal sheets and woven  fabrics. There are 9  independent 
coefficients, which  represent  the  entries  in  the  stiffness matrix  [C]  and  the  compliance matrix  [S], 
explained below.  

As conventions are applied: 1:= longitudinal direction of a metal sheet or the lamina fibre direction, 2:= 
transverse fibre direction across the width of the plane, 3:= through‐thickness direction. 

 ⊥
. v ⊥�
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7‐2 

 

For orthotropic elasticity the so‐called material stability requires the following restrictions: 

1 2 3 23 13 12, , , , , 0E E E G G G > ,  12 1 2/E Eν < ,  13 1 3/E Eν < ,  23 2 3/E Eν < , and 

  012 21 23 32 31 13 21 32 131 2ν ν ν ν ν ν ν ν ν− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ >  . 

Under  plane  stress  conditions,  such  as  in  a  shell  element,  these  restrictions  simplify  to: 

1 2 23 13 12, , , , 0E E G G G > ,  12 1 2/E Eν < . 

These restrictions have to be checked before performing any numerical analysis. 

Using  engineering  notation,  engineering  constants,  and  engineering  stresses  the  strain‐stress 
relationship in linear elasticity reads as Eq 7‐3. 
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 or {ε}= [S] {σ}  7‐3 

 

This so‐called compliance formulation is advantageous for test data evaluation.  

The Poisson ratios are linked together by the Maxwell‐Betti relationship. 

212121 EE ⋅=⋅ νν  and  313131 EE ⋅=⋅ νν .   
 

7‐4 

 

7.2.3 Transversely-isotropic elasticity of UD materials 
Transverse isotropy is a special class of orthotropicity, which is applied for the modelling of e.g. UD 
materials.  Thereby,  the  direction  1  is  aligned with  the  reinforcement  (parallel  ||)  and  direction  2 
transverse    to  the  reinforcement. Due  to  the  fact  that  the  2‐3  plane  is  a  plane  of  isotropy,  the 
following is lid:

(⊥ )
 va   33 22c c= ,  13 12c c= ,  55 66c c= ,  ( )44 22 23 / 2c c c= − . 

The material stability requires the restrictions: 
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  1 2 23 12, , , 0E E G G > ,  12 1ν > ,  23 2 3/E Eν < , 

  012 21 23 32 31 13 21 32 131 2ν ν ν ν ν ν ν ν ν− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ > . 

The Maxwell‐Betti relations introduced before are still valid. 

Switching to the self‐explaining, symbolically denoted (done by the old composite researchers half a 
century ago) properties the following four elasticity constants have to be provided when performing a 
2D analysis  , , ,E E G ν⊥ ⊥ ⊥� � .�  In the case of 3D analyses the transverse Poisson’s ratio ν ⊥⊥  of the quasi‐

isotropic plane is additionally needed. 

7.2.4 Isotropic elasticity 
It is the simplest model for a constitutive equation and it is preferably applied for metallic materials. 
The material symmetry conditions lead to  11 22c c= ,  23 12c c= ,  ( )66 11 12 / 2c c c= −  and the number of 

independent properties is reduced to 2. 

The  material  stability  criterion  requires  that      and  .50E > , 0G > , 1 0ν− < < .  Values  of  ν  
approaching 0.5 indicate nearly compressible behaviour.  

7.2.5 Viscoelasticity 
This model is applied to materials which exhibit both elastic and viscous behaviour. The latter one is 
caused  by  the  dissipation  of  energy  due  to  several  internal  loss mechanisms  (e.g.  generation  of 
substructures  in metals, bond breakage, dislocations). Viscoelastic  constitutive models  typically  are 
used when modelling polymeric materials. For details see Schapery  [2] and e.g. VDI‐2014 guideline 
[3]. 

7.3 Strength properties and hygro-thermal properties 

7.3.1 Strength properties 

7.3.1.1 Metals 

Strength  properties  for  ‘onset  of  yielding’  0.2R   and  ‘onset  of  fracture’  mR   heavily  depend  on 
manufacture,  environment,  grain  direction,  tempering.  The  susceptibility  to  environmental  effects 
such as temperature, humidity, radiation, and cyclic loading has to be taken into account when testing 
and designing. By  the establishment of  the data one has  to  consider  the most  recent  edition of  the 
normative documents indicated in Standard ECSS‐E‐32‐08 [4]. For a specific project the required data 
may be tailored to match the particular profile and circumstances of the project in agreement with the 
customer. 

Essential  for  structural  stability  in  case  of  the  usually  ductile  light‐weight  isotropic  materials  is 
yielding  and  in  this  context  ‐ due  to bending  ‐ both  the yield  strengths,  for  tension  0.2pR   and  for 

compression  0.2cR  are needed. 

7.3.1.2 Composites 

Strength properties heavily depend on curing cycle, environment, and fibre direction. For the actually 
used brittle composites no yield strength equivalent strength property exists for the formulation of a 
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single common yield failure condition (see section plasticity). Inter‐Fibre‐Failure (IFF), to some extent, 
replaces  yielding.  Even  in  a  2D  strength  analysis  there  are  five  strength  properties,  two  for  fibre 
(fracture) failure (FF),  and three for inter‐fibre‐failure (IFF),  tR� , 

cR� ,   tR⊥ , 
cR⊥ ,  R⊥� . 

7.3.2 Hygro-thermal properties 

7.3.2.1 General 

Hygro‐thermal  properties  are  essential  for  the  engineer when  designing  to  stability.  These  are  in 
general the CTE and the CME properties. Table 7‐2 shows which properties are required for what type 
of material. Thermal and moisture phenomena can be  idealised by similar approaches which can be 
visualized by  the units: CTE by a change  in  temperature [ )Kmm/(mm ⋅ ] and CME by a change  in 
moisture   

7.3.2.2 Metals 

Aluminium,  steel  and  titanium  change  their behaviours with varying  temperature  especially when 
going into the cryogenic domain [5]. 

Table 7‐2: Hygro‐thermal properties for structural materials. 

T:= Thermal, M:= Moisture 

[ %)mm/(mm ⋅ ].

  Hygro‐thermal properties 

  direction, or 
plane 

1  2  3  1  2  3 

9 general 
orthotropic  1Tα  2Tα  3Tα  1Mα  2Mα  3Mα  

5 
UD , 

non‐crimp 
fabrics 

||Tα  ⊥Tα  ⊥Tα  ||Mα  ⊥Mα  ⊥Mα  

6 fabrics  TWα  TWα  3Tα  MWα MWα 3Mα  

9 
fabrics 

general 
Wα  Fα  Fα  MWα MFα  3Mα  

5 mat  TMα  TMα  3TMα  MMα MMα 3MMα  

2 
isotropic 

for comparison 
Tα  Tα  Tα  Mα  Mα  Mα  

  Coefficients of Thermal 
Expansion (CTE) 

Coefficients of Mois-
ture Expansion (CME) 

7.3.2.3 Composites 

The difference in thermal or moisture expansion (for composites essential) between the constituents of 
a composite or a coated heterogeneous metallic material can induce large stresses or strains and can 
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lead  to  failure.  Therefore,  temperature  and  relative  humidity  of  the  manufacture  and  storage 
environments  should  be  controlled  and monitored  in  order  to  provide  the  designer with  reliable 
material data. This  is  the more mandatory when conditioning  test specimens. Further, high stresses 
can be caused by occurring high temperature gradients.  

The  constituents of  the  composite possess different CTEs. Their effects on  filament‐matrix  level are 
assumed  to  be  included  in  the CTE  property  values  of  the  lamina. The CTEs  of  a UD  lamina  are 
denoted  ,T Tα α ⊥� , see [5].  

Composites  can  absorb  significant  amounts  of  moisture  in  the  polymeric  matrix  and  in  case  of 
aramide  fibres  (in  addition  these  are  brushing  under  compression)  in  the  fibre,  too.  Also  in  the 
filament‐matrix  interface moisture can be stored and released. The moisture content M  is defined as 
the ratio of the moisture taken up by the composite to the dry mass of the composite. The CMEs of the 
UD lamina material  ,M Mα α ⊥�  are defined in a similar way to the CTEs.  

Within the operational regime the coefficients CTEs and CMEs are usually averaged. CTE as well as 
CME may essentially vary with  the  temperature and moisture content, see  [6], HSB sheets 37105‐01 
and  37103‐02. For  instance, GFRP  and CFRP  can  even  change  the behaviour  to  the opposite when 
going from room temperature down to cryogenic temperature. 

7.4 Elastic and inelastic material behaviour 

7.4.1 Overview 
Linear analyses are convenient approximations which are often adequate  for design purposes. They 
have the advantage that the principle of superposition of load cases can be applied. This statement is 
valid as long as the boundary conditions remain unchanged and the deformations are small. There are 
three sources of nonlinearity: material, boundary and geometric nonlinearity. 

This section  is  focused on  the available models used  for  the characterisation of materially nonlinear 
phenomena with restriction  to stability analysis.  In advance,  it  is however stated  that beside metals 
many materials including composites can, within limits, be characterised by linear elasticity. As long 
as the stress state remains in the so called elastic range the material response is nearly linearly elastic. 
For  explanations  to  this  subject  it  is  referred  to  the  literature. An  extensive  representation of  these 
topics can be found in References [7], [8] and [9].  

In the case of an inelastic body the strain response in the material point can no longer be determined 
by the stress state and temperature alone. Moreover, the response also depends on internal variables 
ξ, such  that ε = ε(σ,T,ξ).  If the  internal variables remain constant at constant stress and  temperature, 
then the local state (σ,T,ξ) is called a local equilibrium state. If this requirement is violated the process 
is irreversible, which is proven by effects of creep and relaxation.  

It is further observed that with increasing plastic yielding the volume change becomes more and more 
negligible (ν→0.5). Therefore the plastic deformation is primarily characterised by a distortion, which 
can be described by the second deviator invariant of the stress state. 

The condition that plastic strains will occur  is defined by the existence of a yield function F(σ), 
where the admissible state σ is constrained to lie on the boundary of F, thus F(σ)=1. Mandatory for the 
accurate definition of  the yield  surface  is whether  the material  is dense  (non‐porous) or porous by 
voids in virgin material or voids nucleated and grown under a tri‐axial tensile stress state, e.g. near the 
crack tips of a metal. However, isotropic material models which also include the behaviour within the 
later mentioned strain‐softening domain are normally not used for buckling analysis, because the local 

  2J  

  plε  
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predictions  would  violate  applicable  design  requirement  limits.  Ductile  behaving  materials  are 
normally not used beyond the compressive yield strength. 

7.4.2 Stress-strain curve of isotropic materials 
The  transition  from elastic  to plastic behaviour occurs at a certain stress  level, known as  the elastic 
limit point, where  the proportionality between  stress  and  strain  starts  to be violated. For  isotropic 
materials with ductile behaviour this stress level is engineering‐like defined for design purposes with 
the occurrence of 0.2% permanent plastic strain (0.2% offset), which is obtained after unloading. The 
associated stresses are the yield strength  The full stress‐strain curve is determined from test data 
(see Figure 7‐1a). Due to the scatter, the ured individual curves can be different. When testing a 
large number of specimens, enough data can be obtained to determine the scatter band of the stress 
strain  curve  of  the  particular material  and  the  average  stress‐strain  curve  needed  for  an  analysis 
providing  the  engineer  with  the  average  structural  behaviour  which  represents  the  highest 
expectance. 

xim

maximum  load as 

2.0R .
 meas

Ma um  point  of  the  curve  is  the  (ultimate)  tensile  strength  mR   t
mR≡   determined  from  the 
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m

unif m elongation  ( usA   in %). Beyond  this strain  limit,  full plasticity occurs, necking begins  in  the 

R     the plas

tensile rod specimen, and stresses are no longer uni‐axial, [10].  

 the compressive yield strength  2.0cR  the compressive stress‐strain curve has a shape similar to 
 the tensile stress‐strain curve. The values of the mechanical properties are usually different for 
n and compression. At high compressive stresses, a large pseudo‐increase of the cross‐sect

area  of  the  test  specimen  can  occur  (barrelling),  with  a  theoretical  increase  of  the  compressive 
engineering stress. Note: A compressive strength does not exist for materials with ductile behaviour, 
and the ultimate compressive strength c

mR  exists in brittle cases, only. 

Due to bending, tensile and compressive stress‐strain curves have to be used for stability analyses. In 
the tensile domain so‐called engineering and true stress‐strain curves (for collapse load analyses
employed, co ring the range t

mR≤σ . A
minimum cr ‐sectional area. It can be computed
str and str  as follows (see [6], HBS she

)1(A/Ftrue εσ +== true εε +=
 

)1ln(

The true ultimate strength is given by (see Figure 7‐1b). 

)1(RR Rmm
true
m ε+=     7‐6 

All strains and stresses, above, are according to their definition uni‐axial quantities.  
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Figure 7‐1: a) Test data of a ductile material b) Engineering vs true stress‐strain 
curve 

I n  tru stresses re  the output. This  requi s  as  input  a  ue  stress‐   strain
curve r a co  ju gement a true strength value. 

7 spects with composites 

The full fibre‐dominated stress‐strain curve

n nonlinear FEA ofte
 and as well as fo

e    a
d

re tr true  
nsistent

.4.3 Special a

  ( )t tσ ε� �  and the mainly fibre‐dominated curve  ( )c cσ ε� �  

 matrix‐can be considered linear  in the usual stability analysis application regimes. Two of the three
dominated curves in Figure 7‐2 are nonlinear,  ( )c cσ ε⊥ ⊥  and  ( )τ γ⊥ ⊥� � , only  ( )t tσ ε⊥ ⊥  

ure  (IFF) 

is linear. For UD 

composites,  the combined quasi‐yielding effect of  the  three  inter  fibre  fail modes  (multiple 
modes) can replace the Mises yielding mode (single mode) for the ductile isotropic materials. 

Each curve in the figure can be normalized by the corresponding strength. Then a curve, obtained for 
one mode, represents a so‐called mode stress effort curve of the UD material,  /Eff Rσ= .

 curves of a UD
 A stress 

effort Eff = 100% means exhaustion of the material. The IFF‐related stress‐strain ‐lamina 
in  Figure  7‐2  exhibit  a  strain‐hardening  (isolated  lamina)  and  a  strain‐softening  part  (if  lamina  is 
embedded). 

 

Figure 7‐2: Example for nonlinear stress‐strain curves of a CFRP UD lamina 
embedded in the laminate stack (in‐situ behaviour reflecting curve, strain‐

softening part, assumed) 
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7.4.4 Mapping of a stress-strain curve 
Widely applied  as mapping  function  (because a parameter  source  is available  and because  it often 
describes the usual light‐weight materials well), is the Ramberg‐Osgood (R/O) relationship which is a 
monotonously  increasing  function. Using  this  relationship,  the  elastic  strain  and  additional  plastic 
strain are determined separately. The elastic strain follows from E/σε = ,

110‐02). 
 the plastic strain portion is 

assumed to follow the power relationship (see [6], HBS sheets 52
n

R
σ

E
σε ⎟⎟
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An example  for  the application of  this equation  is shown  in Figure 7‐1 b. Using Eq. 7‐7,  the  stress‐
strain curve  is determined by  the mechanical properties  E and and by  the material dependent 

R/O‐exponent  Typical R/O curves are based on an average E and an average

  2.0R  

  n .   0.2R  (mind the bar). 
Values of are derived from test data. For tension and compression the same equation is used, with 
different   of

  n  
values E , 2.0R   and  for  tension  and  compression. Applying  engineering  stresses  and 

strains, the R/O‐relationship often yields an adequate approximation of the test data for stresses up to 
the yield  strength.  If  true  stresse and  strains  are used,  the  region where  a good  approximation  is 
obtained can be extended up to  strain where local necking starts at

n  
 
s 

the  mR .  

The  value  of  depends  on material,  condition,  product  form  and  grain  direction. Usually,  only 
typical values E and n can be obtained from literature and material data sheets. This results in a so‐
called typical  ‐curve going through that point, which reflects the typical (average) yield strength. 
If no test data available to determine the value of  values from literature are used. Typical values 
of are presented in the MMPDS‐2 (former MIL‐Hdbk 5) [11]. It should be noted that a value of is 
always related  to specific values of

n  
 of 
R/O
 is    n ,

  n     n  
  E  and  For a  typical stress‐strain curve  the value of is 

different from the value for a minimum curve. Also, data for the compression curve are different  
might have to be assessed. 

7.4.5 Cyclic hardening behaviour 
If  the  stress  is  slightly  above  the  elastic  limit,  irreversible  strains will  occur  after  the  process  of 
unloading. The material is then characterised by permanent strain. In case of reloading the level of the 
yield  strength will  increase  against  the virgin value. This behaviour  is defined  as  cyclic hardening 
behaviour  of  a material. Cyclic  hardening  effects  are  to  be  considered  if  they  are  essential  before 
applying the Design Buckling Load. There are two types: isotropic and kinematic hardening. 

• Isotropic hardening of a material can be applied, if 

⎯ the centre of the elastic range remains at the origin, independent of the load direction 

⎯ it is linear in the amount of plastic flow and independent of its sign. 
The yield  function  is  therefore characterized by F = F  (σ,α), where α > 0  represents  the cyclic 
hardening  (not  to be mixed up with  strain‐hardening) parameter. The  simplest  evolutionary 
equation for the hardening parameter is: 

2.0pR .   n  
 and

plεα && =   →  dtpl∫= εα & .   
 

7‐8 

 
The  isotropic  hardening model  is  a  coarse  simplification  of  the  real  behaviour  of materials. 
Often, isotropic hardening is not sufficient for problems where cyclic loadings are specified.  
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• At  kinematic  hardening  it  can  be  observed  that  the  centre  of  the  elastic  range  undergoes  a 
motion into the direction of the plastic flow (Bauschinger effect). Consequently, in case of cyclic 
loadings above  the proportionality  limit  the yield strengths become different between  tension 
and compression. For this material model the yield function is therefore to be extended to F = F 
(σ,α,β), where β represents the centre of the yield surface.  

7.5 Plasticity and damage 
An  increasingly  strained  ductile  behaving  material  usually  undergoes  the  initiation  of  damage 
followed  by  the  ‘onset  of  progressive  damage’.  The  initiation  is  caused  by  little  crystal  texture 
dislocations or  flaws at  the micro‐scale which  increase  in size during  the yielding process. So, both 
phenomena plasticity and damage are encountered beyond the  linear regime of a stress‐strain curve 
and can be seen to have the same effect: Ductile behaving metals possess nonlinear stress‐strain curves 
due to yielding and brittle composites due to micro‐damage. This lowers the stiffness. 

Onset  of  yielding  of  non‐porous metallic  isotropic materials  can  be described  by  ‘Mises  (accurate: 
Huber‐Hencky‐Mises)  shear  yielding’.  Thereby  it  is  assumed  that  for  yielding  the  specific  strain 
energy caused by the deviator of the stress state is responsible. Subsequent yielding leads to a growth 
of the Mises cylinder. Fully plastic solutions are only applied in special cases where the knowledge of 
the  plastic  collapse  load  is  essential  for  proving  and/or  saving  a  stability‐endangered  structural 
component. 

In case of anisotropic yielding  (metal sheet where  the grain directions can have different properties 
due to the manufacturing process such as rolling) then Hill’s well‐known yield surface formulation is 
applied.  It  is  a  simple  extension  of  the  Mises  formulation  containing  six  additional  material 
parameters which  are  determined  by  tests  in  different  directions.  For more  details  the  reader  is 
referred to the respective literature and to the theory manual of the applied FE code. 

Actual  UD  material–composed  brittle  behaving  composites  show  yielding  phenomena  only 
marginally, by  the constituent matrix on  the micro‐scale, and  therefore  these can be omitted.  In  the 
observed micro‐structural damage processes filament, matrix and interface are involved. The task is to 
formulate  a damage  initiation  condition  ‐  analogously  to  the Mises  shear  yield  condition  – which 
considers  the material’s  stiffness  loss  due  to  progressive  degradation  represented  by  the  growing 
Mises cylinder when the equivalent stress exceed   

Addressing brittle composites, the single yield failure mode of the metal is practically replaced by the 
multiple  inter‐fibre‐failure  modes  which  interact  micro‐mechanically  and  form  after  interaction  a 
common single quasi‐yield condition again, [12]. This condition is a damage evolution condition and 
should be considered when tackling the nonlinearity with its stiffness lowering effect.  

In  the World‐Wide‐Failure‐Exercise  (WWFE‐I  [13])  two  failure  condition  sets  (criteria) matched  the 
test  results  best:  Puck’s  Action‐Plane  failure  conditions,  and  Cuntze’s  Failure  Mode  Concept.  For 
compression,  the  currently  running WWFE‐II  [12] will  provide  designers with  validated,  reliable 
failure conditions. Tsai‐Wu is error‐prone in the compression domain. 

7.6 Material testing methods, test data, and evaluation 

7.6.1 Overview 
Before executing  tests,  it  is  recommended  to assure  that  the material  is still commercially available. 
Significant are the static uni‐axial mechanical property tests: tensile, compression, shear, bending, and 

s 2.0R .
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impact. Also important is the knowledge of the physical properties. Of further interest for stability is 
creep  testing  in  order  to  determine  the  visco‐elastic  properties.  For  isotropic materials  testing  is 
standardized, see [14], [15]. For composites, the execution of tests with test specimens subjected to a 
multi‐axial stress state is much more complicated and the failure prediction even for 2D stress states is 
not  sufficiently  validated.  For  these  materials  form‐specific  tests  unique  to  filament  winding,  to 
braiding, or to thick section composites had to be developed, see e.g. [16].  

If data  from different  test  series are available one  can use  the  statistical  acceptance  rules  to decide 
whether they might be combined in one lot or not (see e.g. [16], sheets 04200). So, as there are seldom 
enough  reliable  properties  available  when  dimensioning,  the  so‐called  population  sampling  is  a 
helpful tool to increase reliability by utilizing all information available ([6], [16]). 

Dependent on  the needed  thickness of  isotropic material,  flat specimens  (for  thin sheet material) or 
round bars are tested: E.g. see [15], [16], [17] for standard test methods.  

 

Figure 7‐3: Coordinate axes 

In  case of buckling application  clad  sheet and plates and unclad plates are  to be distinguished. As 
directions L (longitudinal), LT (longitudinal‐transversal), and sometimes ST (thickness direction) are 
considered  in order  to  apply  accurate dedicated properties. This  is  similar  to  the  composites. Heat 
treatment, applicability, and operational temperature limits are also to be regarded.  

UD  laminas  have  wide‐spread  aerospace  applications.  Its  test  specimens  are  so‐called  isolated 
specimens which act according to the weakest link principle. In tension/compression/torsion test rigs 
the properties are measured. The references [16], [18] and [19] are valuable sources for finding the test 
specimens  and  information  about  2D  stress  states  testing.  Special  effort  is  put  on  multi‐axial 
compression tests in the WWFE‐II [12]. 

Woven fabrics are important for structures with double curvatures (antenna dishes etc.) and irregular 
shapes where  they demonstrate  the draping  advantages. There  are  bi‐axial  and  tri‐axial  single‐ply 
woven  fabric  composites  applied  in  structural  components.  Here  the  reader  is  referred  to  the 
Structural Materials Handbook [18] which is going to be issued by ECSS. In‐plane compressive as well 
as  tensile mechanical properties  of woven  fabrics  are  inferior  to  those  of UD‐composite  laminates. 
Their values depend on weave type (plain, twill, satin) and the ratio of the reinforcement in warp and 
fill direction. Lay‐up and type of weave influence the fibre volume content of the final composite and 
thereby the stiffness. 

The often applied sandwiches consist of the face material which may be a stack of differently oriented 
UD‐laminae or of woven fabrics. The most common types of core materials are: Nomex® honeycomb, 
vinyl sheet foam, polyurethane foam, corrugated shells, and end grain Balsa. The sandwiches should 
be tested [15] to determine compressive and bending stiffness as well as the strengths. For the cores it 
should be noted that the stiffness in longitudinal direction can be pretty different from those in lateral 
or in thickness direction. 

In many companies  individual company  test standards are used, sometimes created due  to missing 
official standards. These standards should be approved by the respective aerospace authority.  

For  further  information  on  testing  of  aerospace  structures  the  interested  reader  should  consult 
chapters 12 and 13 of this handbook. 
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7.6.2 Determination of a design allowable 
Minimum  values  for  certain  mechanical  properties  are  assigned  as  part  of  the  procurement 
specification requirements.  

In  the case of strength properties, distinct statistically‐based minimum values are assigned  for  final 
design verification. They are termed design allowables or better strength design allowables because they 
are only strength‐related. Such a design allowable is a value, above which at least 99% (“A” value) or 
90%  (“B”  value)  of  the  population  of  values  is  expected  to  fall, with  a  95%  confidence  level.  The 
necessary data basis for the strength design allowables is described in the actual issue of MMPDS‐02 
[11],  formerly MIL‐HDBK‐5  [20]. For  a preliminary  statistically based  strength value  the minimum 
number of test data is 20 for each batch out of 3 batches.  

In  the  design  allowables‐defining  standard MIL‐HDBK‐5  stability  as  another  resistance  quantity 
besides strength was not addressed. 

From  pre‐dimensioning  until  final  verification  different  property  data,  sometimes  available  in 
handbooks, are used. They are defined as follows:  

• S‐value: Procurement, value on the ’safe’ side. 

• A‐,  B‐value:  Strength  design  allowables=  statistically  defined  according  to  MIL‐HDBK‐5. 
Number of different batches is required. 

• T99/T90‐value:  Material  strength  values.  The  determination  follows  the  same  statistical 
procedure  as  with  the  strength  design  allowables.  However,  the  data  volume  and  batch 
requirements are less stringent. A > S, only allowed if premium selection of material is applied. 
Normally T99 A = S. 

7.6.3 Sources for finding property data 
The literature survey at the end of this chapter contains some sources where material properties can 
be  found. hese are: Ref.  [16]  for polymer matrix composites, Ref.  [11]  for metal,  in References  [18], 
[21] and  [ ]  for sandwich, and  in Ref.  [5]  for cryogenic materials. Company sources are welcomed 
such as Rohacell [23] for sandwich material. 

7.7 Some practical aspects for stability analyses 

7.7.1 Effect of yielding and damage on stiffness 
Buckling  is  faced by  the  strength  failure mode  ‘onset of yielding’, due  to  the  fact  that  the utilized 
metallic  light weight materials  rarely  show  brittle  behaviour.  Increasing  yielding  locally  and  later 
globally when loading up to Design Buckling Load level, is accompanied by a stiffness reduction. In 
this  context,  for  the  stability  analyst  of  interest  is  how  the material’s  stiffness  in  a  local material 
instability  point  of  the  buckling  structure  really  decreases with  increasing  stress  effort  Eff  of  the 
material.  

Figure  7‐4 demonstrates  that design  allowable 

 ≥  

 T
22

R   and  average  strength  R   lead  to different  stress 
efforts in design verification (considers the design FoS) and in modelling of material damaging (50% 
value = highest expectance). 

Whereas  in  the  case of  the metallic  light weight materials  an overload  should only  lead  to  a  local 
yielding (less 0.2%, in the critical material points of the structure) the situation for the brittle (actually 
applied)  composites, most  often  CFRP  (carbon  fibre  reinforced  plastic),  leads  to  a  partial micro‐
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mechanical damage in or between the laminae, which may be termed pseudo‐ or quasi‐yielding . Both 
situations affect a redistribution of the local stresses, however much earlier for the laminate than for 
the isotropic metal due to the higher stress concentration caused by the anisotropy. 

The inter fibre failure (IFF) modes show brittle behaviour however the redundant laminate wall may 
behave ‘quasi‐ductile’. Initiation of a buckling failure mode is primarily linked to 2D states of stress. 

 
/eqEff Rσ= . , D:= damage, MoS:= Margin of Safety 

Figure 7‐4: Visualization of the development of stress effort, strength value, 
equivalent strength, and damage.  

Very essential for stability is a delamination in the laminate wall because the compressive stiffness is 
reduced after ‘onset of delamination’. Delamination can occur in tensile‐shear cases and compression‐
shear cases, and further if bends in the structure are stretched or compressed which generates stresses 
across the wall thickness. Considering delamination a 3D stress state is to be used. There are specific 
failure  conditions  to  predict  onset  of  delamination  such  as  from Hashin  [24]. Also  the  lamina  3D 
failure  conditions  of  Puck  [25]  and Cuntze  [12],  used  in  the World‐Wide  Failure  Exercise,  can  be 
applied  for  the  prediction  of  the  laminate  failure mode  ‘delamination’. A  ‘practical’  condition  to 
predict delamination growth and its effect on further stiffness loss is not yet available. 

The transfer of ‘isolated’ lamina data to the laminate analysis is usual practice. The prerequisite is that 
the effects of the properties in the laminate are equal to those in the lamina. In general, this is not true 
because the laminate possesses redundancy over the lamina stack. Therefore, some healing effects are 
acting in the laminate, which usually lead to a lower coefficient of variation (CoV) than are found for 
the laminae whereas the mean value can be lower. Embedded laminas behave more benign than the 
weakest‐link driven isolated ones. 

For often used clad aluminium alloy plates usually 2 values of the modulus of elasticity are presented, 
the primary and the secondary modulus. The initial slope, or primary modulus, denotes a response of 
both  the  low‐strength  cladding  and  higher  strength  core  elastic  behaviours.  For  commonly  used 
aluminium alloy sheets, differences between both moduli are 5  ‐ 10 %. For  the analysis, usually  the 
(lower)  secondary modulus  is  used.  This means  that  for  low  stresses  a  stiffness  is  used which  is 
slightly too small. 
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7.7.2 Effect of temperature and moisture on property values 
Metallic CTE  (coefficients of  thermal expansion) are  temperature‐sensitive properties.  It  is observed 
that  the CTE of  the aluminium alloy AA 2219  show  the  largest  change with  temperature variation 
down  to  cryogenic  temperature.  The  CTE  of  steel  and  titanium  shows  the  same  characteristic, 
however the drop is distinctively smaller. 

The  influence  of  temperature  on  the  yield  strength  is  different  and  again depends  on  the  specific 
material.  Therefore,  it  is  to  be  checked whether  the  value will  increase  (most  often  in  cryogenic 
regime)  or  decrease  in  the  specified  temperature  operational  regime.  Especially  in  the  cryogenic 
regime there is no clear tendency. Young’s modulus of the metals remains constant with the tendency 
of  a  very  little  increase  at  cryogenic  temperatures.  The  decrease  of  ductility  caused  by  lower 
temperature  leads  to a reduction of  the elongation  for nearly every metal except  for  the aluminium 
alloy AA 2219 whose ductility increases with decrease of temperature.  

Composite CTEs and CMEs are sensitive to temperature and moisture. The tendency can even change 
between CFRP and GFRP which is essential for design and should be checked. Essential for stability is 
the  fact  that  there should not be a moisture pick‐up possible which would violate  the  load  transfer 
capability of  the  adhesive. There  is  a  temperature dependency of  the  stress‐strain  relationship,  the 
yield and the tensile strength, the failure strains and for the Young’s modulus a very little increase at 
cryogenic temperatures.  

The  properties  of  the  built‐in  composite  materials  are  susceptible  to  changes  induced  by  the 
absorption, e.g. moisture uptake before the launch of the spacecraft, and then desorption of polymer‐
based materials occurring as the space vacuum induces hygro‐thermal stresses.   

7.7.3 Visco-plasticity, strain rate and impact  
A time‐dependent creep behaviour should be avoided by an accurate stability design. Requirement in 
stability  design  is  to  avoid  visco‐plastic  behaviour.  Therefore,  the  designer  is  forced  to  check  the 

Fast loadings have an effect on the material’s response. Often the properties increase. 

Impact  mechanical properties 
d of ible and  its 

•   in aerospace are behaving ductile. They exhibit 
sses caused by manufacturing are to 
  

• Ductile metals yield. Therefore with respect to the design requirements no strains beyond
are permitted in usual stability design. For stability analyses (compression, shear) of metals it is 
usual to apply in the plastic region 

• Building  block  of  a  laminate  is  the  lamina which  is  relatively  brittle  in  case  of  the  usually 
applied  fibre  reinforced  plastics  (FRP). Nevertheless,  the  laminate  can  behave  quasi‐ductile 
according  to  the  redundancy  built  in  by  the  stack  and  its  stacking  sequence. UD‐composed 

selected material and its behaviour, as well as the predicted stress level. 

 of a certain level causes damage and affects reductions of the different
an   the performance.  In addition,  for  laminates  the  impact damage  is often barely vis
judgement is difficult. 

7.7.4 Miscellaneous 
Metallic  lightweight materials usually applied
not much sensitivity to stress concentration. Residual stre
be considered in stability analysis when judged to be effective.

  2.0cR  

( )elE
E

νν −−= 5.05.0 sec  
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laminates exhibit high sensitivity to stress concentration. The effect of micro‐crack growth alters 
elasticity properties as well as the CTE and CME, the ‘virgin’ values change.  

 effect of the micromechanical residual stress from curing on the 
eng t
  s be ed

macrom mensioning, the residual stresses of 
the  laminate are determined and taken  into account by superimposing them onto the external 
load stresses. 

• The behaviour of an embedded lamina is different (due to redundancy within the stack) to that 
cimen (non‐embedded = not redundant) lamina where one obtains the 

property data from.  

• o. Such laminae, 
if consisting of  traditional FRP, behave brittle especially due  to  the  fibre crossing effect. They 

  as  input  a  true  stress‐true 

• A design curve for yielding of a homogeneous isotropic material or, as here, a design curve for 
IFF  of  a UD material  is most  often  assumed  to  be  a  shrunken  test data‐mapping  curve;  the 
average  (mean,  if  enough  test  results)  strength  values  are  replaced  by  the  strength  design 

 

• It is generally assumed that the
str th  in  the  lamina ma erial  test specimen  is  the same as  in  the  (embedded)  lamina of  the 
real tructural  wall.  Therefore,  this  residual  stress  is  regarded  to    incorporat   in  the 

echanical material test data applied. However in di

of an isolated UD test spe

Future load‐carrying structural components will be built from woven fabrics, to

experience  still at  low  stresses  IFF  (inter  fibre  failure) and  thereby degradation. This  is  to be 
considered  in  stability  analysis  with  respect  to  stiffness  reduction.  Fabrics  exhibit  high 
sensitivity to stress concentration.  

• In nonlinear FEA often  true  stresses  are  the output. This  requires
strain curve and as well as for a consistent judgement a true strength value. 

allowables R (no bar over) (see Figure 7‐5).

• From engineering point of view, for linear elastic analyses the initial modulus for compression 
and tension can be taken the same. 

Fig
 

  

ure 7‐5: Design curve, mapping curve, and load‐stresses of a UD material. 

Mapping:  ( ) ( )2 21, , , , , 1t c
i iF R F R R Rσ σ τ ⊥ ⊥ ⊥= =� , 

Design curve:  ( ) ( )2 21, , , , ,t c
i iF R F R R Rσ σ τ ⊥ ⊥ ⊥ 1= =� . 
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8 
Design to stability and its verification by 

analysis 

8.1 Introduction 
Design  verification  is  the  process whereby  a  structural  design  is  comprehensively  examined  an

ication‐tested to ensure that it will perform in the required way, before and dur
d 

qualif ing operational 
use.  

The verification process  is  a  fundamental  step  in  the development of  a  successful  space  system. A 
t   analysis,  inspection  is  used 

velopment  logic  of  the  structural 

8.2 Design developme
Following Reference  [1] designing  is an  iterative process whereby various concepts are evolved and 
evaluated  against  a  s ied des constraints  from manufacturing. The 
requirements essentia nsist of  the Function  which describe What must  be done? 
and  of  the Operation quirements  H   it  be  done?  During  Conceptual  Design, 
supported by trade st , the feasibility  cost and risk is established.  

Structural  integrity  s   be  provided   development, manufacture,  and  service.  In 
stability, a simple loa ted MoS dete ssible. Moreover the consequences 
of a buckled configur e to be inv ed equilibrium conditions and 
design  requirements.  lowing questions nch  to a new  equilibrium path 
characterised  by  a  be behaviour  or   in  the  deformed  state  violate  any 
strength or operationa irement?  

In the stability design process one faces en when disregarding the 
pre‐buckling  state. Therefore  this  topic    carefully. Experience, well‐founded 
theories and  last but not  least  tests perf  –  if available  ‐  involved  in  the 
decisions during the dimensioning proce

 

combina ion  of  different  verification  methodologies  such  as  test,
throughout  the  various  phases  in  product  development.  The  de
product and its development phases are shown in Figure 8‐1.  

nt process  

et  of  specif
lly  co

ign  requirements  and 
al Requirements

ow  absolutely  mustal  Re
udies  and an estimation of

hould   during  design
d‐rela rmination is not always po
ation hav
The  fol

estigated with respect to chang
  can appear:  Is  the bra

nign    not? Does  the  structure
l requ

 nonlinear buckling phenomena ev
has  to be handled very
ormed  in  the past should be
ss.  
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Figure 8‐1: General description of a design finding process  

8.3 Analysis pre-work and load input data  

8.3.1
Analy
accura
estima

 Overview 
sis  aims  to  predict  and  therefore models  to  a  certain  level  the  response  of  a  structure.  The 
cy  is  strongly dependent on  the  input values. At  least adequately defined properties and an 
te of the scatter expected for each design parameter should be available. 
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Rob t design is required with identification of the most stability sensitive design parameters. Robust 
: being not  sensitive  to modifications of  relevant design parameters. Robustness  furthermore 
es the development risk.  

lete analyses, using a structural model (usually termed dynamic mathematical model) of the full 

us
means
reduc

Comp
structural system (e.g. launcher with spacecraft) are performed to derive requirement information for 

Load  
e  the 

 analysis. This section will deal with 

Struct ty of loading conditions (so‐called actions), depending on the particular 
  and on
nsp

struct ials,  and  the  geometry  of  the  structural  part, 

ly to experience (= 
load  history).  This  includes  the  estimation  of  all  induced  thermal, mechanical  (static,  cyclic,  and 
dynamic)  and  acoustical  environment  of  the  structure  as  well  as  of  the  corresponding  lifetime 

cified  by  the  customer,  or  by  an  authority  or  a 

ncertainty) factor KMP which considers both the model uncertainty K M 

also  in  an  additionally prescribed margin of  safety MoS. The K‐factors  are of  the magnitude of  the 

should

• (LL):  Loads  which  consider  all  expected  load  events  and  induced  thermal, 
mechanical and acoustical environment of the structure, and which are statistically determined.  

t 
inaccuracies and uncertainties of the system model  

• Project Factor (K ): Factor which takes into account the maturity of the design and its possible 
evo s  or  some  growth  potential 

 

Limit  s  (LL) and Limit Pressures  (LP). These system analyses result  in  the design requirements
the designer has  to  tackle  in  the derivation of  the Dimensioning Load Cases  (DimLC) which ar
basis for the design verification in the following stress and strain
static loading, only. It aims at presenting the rationale behind it.  

8.3.2 Load analysis, limit load, and design limit load  
ures experience a varie

role   function,  including dead weight  conditions   Earth, manufacturing,  testing,  assembling, 
tra ortation, operation. To resist all imposed loading conditions without unacceptable distortion or 

ural  failure  the  strength  and  stiffness  of mater
should be adequate  for  the application. This condition should be retained under  the  influence of all 
environmental conditions (such as temperature, humidity, vacuum, radiation, atomic oxygen, debris, 
lightning, impact, etc.) whilst being optimized to be mass and cost‐efficient.  

The main task in any load analysis is to establish all load events the structure is like

requirements  (duration,  number  of  cycles),  as  spe
common standard. The life of a space structure e.g. includes all ground phase operations.  

In  the  establishment  of  a  LL  there  is  some  uncertainty.  In  case  of  a  launcher,  this  uncertainty  is 
typically counteracted by the (u
and the programmatic uncertainty in the project targets K P , see Reference [2]. The K P ‐factor reflects 
the so‐called project margin policy which  is normally considered  in  the value of K  P but sometimes 

Factors of Safety FoS, and can decrease with the maturity of the project. So, the following definitions 
 be kept in mind (see section 8.4):  

Limit  Loads 

• Model  Factor  (KM):  Factor,  by  which  the  Limit  Loads  are multiplied  to  take  into  accoun

P
lution  and  programmatic margins which  cover  project  uncertaintie

when required  

• Design  Limit  Load  (DLL):  =LL.KM.KP  (example  launcher).  Limit  load multiplied  by  design 
factors. 

8.4 Safety concept - Factors of safety (FoS) 
In  the design process  the uncertainty of  individual parameters  is usually considered by using  fixed 
deterministic  FoS, which  act  as  load  increasing, multiplying  factors  and  should  be  called  ‐ more 
correctly ‐ structural design FoS. According to the uncertainties mentioned above, suitable FoS  ‘j’ are
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taken  to  ensure  reliability  of  the  structural  part.  These  FoS  are  chosen  on  the  basis  of  long  term 
experience with  structural  testing. Depending  on  the  risk  consequences  ‐  respecting  severity  and 
frequency of occurrence of a failure ‐ different classes of FoS are applied, e.g. for manned spacecrafts 
higher FoS are used than for unmanned spacecrafts.  

A  FoS  is  a  factor  by which DLLs  are multiplied  in  order  to  account:  for many  uncertainties  and 
inaccuracies  inherent  in structural analysis, numerical modelling, and computation; for uncertainties 
in  manufacturing  process,  material  properties  and  failure  conditions;  for  purposes  of  analytical 
assessment,  test  qualification  and  for  the  limited  accuracy  of  the  design with  respect  to  strength, 

easing factor on the DLL.  

c. The FoS cannot cover basic error sources.  It  is a minimum value specified on  the assumption 
that manufacturing process, analysis tools, modelling, etc. are qualified.  

Th nment, 
inc

e. Aerosp  (global, common) FoS. The uncertainties on 
the  action  side  and on  the  resistance  side  are  then  accounted  for by  just one FoS. However, 

ns  the  simplest version of  the  so‐called Partial Safety Factor Concept  (2 

mit  for  the  structure, and DUL, DBL  for ultimate  fracture, 
bili g aspects require that the structure has to withstand:  

• 

•  local buckling, but without global buckling or (plastic) collapse,  

 wi

le  ble  in  the  launcher domain.  Incorporated  are besides  the 

the  case of untested hardware or  “design  by  analysis  only”  a higher 

stiffness, and stability. It should be kept in mind:  

a. In the design process the uncertainty (not the test scatter, however the test scatter uncertainty!) 
of the design parameters is considered by using a fixed deterministic FoS, which acts as a load 
incr

b. In general the FoS is not accounting for load uncertainties unless in the detailed design a higher 
reliability is prescribed than has been applied when deriving the LLs. 

d. e  buckling  FoS  does  not  cover  the  effect  of  dimensional  tolerances,  load  misalig
orrectly specified boundary conditions and imperfections.  

ace sometimes still works with one overall

ESTEC practically  ru
parameters) discriminating uncertainties of loads (see KM, KP) from those in design (FoS).  

The previously mentioned DLLs are multiplied by various FoS in order to obtain the Design Ultimate 
Load  (DUL),  Design  Buckling  Load  (DBL),  or  the  Design  Yield  Load  (DYL).  All  these  loads  are 
distinct, but different design loads: DLL for fatigue analysis (flight load level), DYL for onset of yielding 
which practically means a deformation  li
sta ty failure. In this context, dimensionin

• DLL   without fatigue failure  

• DYL   without detrimental deformation  

DUL   without fracture, collapse  

DBL   with

and th regarding specified limits of usage from the operational requirements.  

Tab 8‐1 depicts  an  example  for  a FoS  ta
usual design FoS  for  load and pressure,  the buckling FoS,  the  test  factors, and  further  the so‐called 
special (design) factors for joints, welds, fittings which are applied in order to simplify the design in 
case  of  structural  discontinuities.  Such  factors  account  for  specific  uncertainties  linked  to  analysis 
complexity.  In  the  actual  case  the  Technical  Specification will  refer  to  References  [2]  and  [3]  and 
usually will provide project‐assigned factors, too. A relatively low value of jult = 1.25 is taken if a static 
qualification  test  is  foreseen.  In 
value is required, e.g. a value of 1.5. In case of buckling, usually higher values are specified than given 
for ultimate. This value  is  judged  for  each  structure.  Its  choice depends  on  the  loadings  and  their 
combinations and sequences.  
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Table 8‐1: Scheme for buckling FoS, special factors, and test factors for pressure 
(values are fixed in each project) 

Structure type / 
sizing case

FoSY   FoSU 

FoSY  
for 

verification 

FoSU  
for 

verification  Special 
Qualif. 
Proof 

pro

j
  j p0.2  j ult  by analysis  by analysis  factors  jQ 

of

proof
A 

      only  only       

Metallic structures  1.1  1.25  1.25  1.5     2  1.5 

FRP structures  
(uniform material) 

‐  1.25  ‐  1.5    2  1.? 

FRP ructures 
‐  1.25  ‐  1.5 

 st
(discontinuities) 

1.2      

Sandwich struct.               

‐ Face wrinkling  1.25  1.5         

‐ Intracell buckl.  1.25  1.5         

‐ Honeycomb shear  

‐ 

1.25 

‐ 

 

1.5         

   

Glass/ceramic 
structures 

‐  2.5  ‐  5.0       

Buckling    1.5    2.0       

NOTE 1: FoS values j are based on long engineering experience. The reliability assessment of the FoS, applied e.g. in
aerospace outline

 
d that they are located in the failure probability range of 10‐7 through 10‐9. Different industry, 

 FoS  which j = 1 is used, during launch phase. During on‐orbit 
phases, thermal loads are combined with mechanical and pressure loads when they are additive but are not 
combined when they are relieving. This is considered in stability analysis, where stabilizing loadings are applied 
as minimum values. 

however, has different risk acceptance attitudes.  

NOTE 2:  is not applicable to loads of thermal origin for

 

8.5 Dimensioning load cases selection  

8.5.1 Margin policy and design loads  
Especially  in  stability  design  the  user  responsibility  in  each  project  forces  to  consider  the margin 
policy  when  selecting  the  load  cases.  In  this  context,  deciding  for  a  stability  design  driving 
Dimensioning  Load  Case  (DimLC)  requires  the  consideration  of  the  associated  failure  modes. 
Therefore the application of a failure mode effect analysis (FMEA) is recommended. Due to this fact 
this  task can only  reasonably be established by  taking  into account  the KMP  factors  (see Figure 8‐2, 
from Ref. [2]). The fully  linked nonlinear procedure makes sensitivity studies with estimation of the 
most  influential design parameters  (sensitive drivers) necessary and  thereby helps  to  judge  the  risk 
because  a  preliminary  joint  failure  view  is  mandatory  and  possible.  Thereby,  the  designer  can 
effectively support  the DLL generation process.  In  the sensitivity studies  the design parameters are 
assumed to be independent from each other.  
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If no test results are available, the structural model cannot be validated (the design cannot be verified). 
Thus some uncertainties are inherent in the model. For that reason the still mentioned margin policy is 
introduced to cover these model uncertainties (including kinematical and static boundary conditions).  

The margin  depends  strongly  on  the  type  of  structure.  If  the  structure  exhibits  a  lot  of  sensitive 
parameters, the margin  is increased ‐ on basis of the sensitivity analysis above  ‐ via KP or,  in a  later 
design phase, as an additional MoS;  in some cases  these  factors are specified  for a single structural 
part only.  

It should be kept in mind: Margin policy should not be mixed up with the Knock‐Down‐Factor policy. 
It is based on experience, sensitivity studies, and trend analyses.  

 

Figure 8‐2: Derivation of design loads, DimLC and access to design (Example: 
launcher) 

Selecting  load  cases  requires  the knowledge of  the  loading  sequence. For  instance  thermal  loading 
with or without yielding, static loading with or without yielding, cyclic loading.  

With  the  knowledge  of  the  structural  behaviour  (linear  pre‐buckling  behaviour,  nonlinear  pre‐
buckling behaviour, switching deformation pattern, imperfection sensitivity) and with the knowledge 
of  its  driving  stability  failure  indicating  points  (bifurcation  point,  limit  point)  the  load  selection 

h aves nonlinearly  the more care 
should be taken. 

8.5.2 Design loads combinations relevant for buckling  
From  all potentially design‐relevant  load  combinations  those have  to  be  extracted which might  be 
finally  really  design  decisive.  The  selection  has  to  consider  the  stability  failure  mode  and  the 
sensitivity (influence) of a driving parameter to it.  

So‐called load combination factors play an important role in the assessment of the structural integrity. 
As  it  cannot  be  a  priori  decided  which  combination  is  mainly  responsible  for  an  instability 
phenomenon, different studies with different load combination factors have to be performed. For that 
reason the sensitive combinations have to be sought after according to  

process  as  to be determined. The more  the structure of concern beh

  i  

vector i i ii
L DLL FOS ψ= ⋅ ⋅Σ  

 

8‐1 

 

with the load combination factors  iψ . Information on these factors can be found in Ref. [4]. 
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8.5.3 Dimensioning load cases  
In practice, often quick decisions have  to be made during  the design development phases  and  for 
these only a sub‐set of the former design driving load cases can be respected. These cases are referred 
to as the Dimensioning Load Cases (DimLC).  

A DimLC specifies a load case which is decisive for the design and is based on a single design load or a design 
load combination.  

In  the  case of  stability analyses  the decision  for  a distinct DimLC  is  typically based on knowledge 
about the  linear or nonlinear pre‐buckling behaviour, a possible switching deformation pattern, and 
imperfection  sensitivity  of  the  influential  design  parameters.  Further,  a  pre‐knowledge  should  be 
available about the buckling failure modes and the location of bifurcation point and limit point.  

NOTE  DimLCs are requested in order to support quick engineering decisions in 
case  of  input  changes  and  to  avoid  an  analysis  overkill  as well  as  an 
overkill of analysis data evaluation. Thinking  intensively about DimLCs 
improves  the  understanding  of  the  structural  behaviour,  strengthens 
engineering judgment and therefore pays off.  

8.6 Remaining input data  

8.6.1 Overview 
One basic input is the geometry of the load‐carrying structure and its local thicknesses. This includes 
the tolerance band for determining the minimum thicknesses.  

8.6.2 Influences from manufacturing and manufacturing signatures  
This sub‐chapter is strongly linked to chapter 9 but it is noteworthy mentioning this point here too in 
order  to  underline  its  importance.  Manufacture  naturally  produces  physical  and  geometrical 
imperfections  which  dominate  the  stability  design  as  very  important  design  parameters  of  the 
dimensioning  process.  Such  manufacturing  signatures  from  the  chosen  manufacturing  process, 
including  ovalizations  of  a  cross‐section, delaminations  and  flaws  should  be  controlled with  great 
care.  

The sensitivity of a design parameter was a basic issue in the DimLC selection (see section 0.1). Which 
design parameter, such as an elasticity modulus or an imperfection, might be sensitive to the buckling 
failure mode in mind depends on the manufacturing process and on the type of the structural element 
(smooth shell, stiffened shell etc.) and the applied material.  

For  light weight  structures  the geometrical  imperfections  are  the most  important parameters when 
investigating  instability  phenomena.  Depending  on  the  type  of  the  structure  the  geometrical 
imperfections differently influence the load carrying capacity. To be considered are for instance:  

• Wall thickness and ovalizations,  

• waviness and eccentric load introduction,  

• misalignments.  

The physical imperfections are related to the material properties and to certain state variables. These 
are caused by the manufacturing processes like:  

• Forging or welding,  
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• machining or forming,  

• manufacturing of the lay‐up and molding.  

All these processes influence the value and the distribution of:  

• The material properties (e.g. strength, elasticity moduli...)  

• The induced non‐zero state variables (e.g. residual stresses).  

8.6.3 Boundary conditions  
Boundary conditions which comprise support conditions or/and loading conditions are chosen in such 
a way as to ensure that they achieve a realistic or at least a conservative model of the construction.  

The  boundary  condition  is  a  very  sensitive  parameter  determining  the  analytical  or  numerical 
instability point.  

8.6.4 Application of properties  
A reliable design demands reliable input values for the properties, and for the geometrical data. Thus 
the question  is: which value should one use: a minimum or a maximum value or an average value. 
These average values are approximations of the mean value and are also termed typical values. Very 
seldom one gets such a large number of test data to obtain a real statistical mean = 50% expectance.  

Regarding  the properties used during analysis,  it  is  important  to know  the statistical basis of  them. 
Properties which are important particularly for nonlinear material behaviour are explained in chapter 
7.  

8.6.5 Specific definitions and notions  
Before establishing  further contents some definitions and notions should be  recalled due  to  the  fact 
that they might be differently used:  

• imperfection:  deviations  from  geometry  (perfect  shape),  thickness,  perfect  material,  load 
introduction and distribution, mechanical performance of inserts etc. (Approaches with respect 
to geometric  imperfections for numerical simulation of shell structures: Stimulating geometric 
imperfections  like  welded  seams  are  local  perturbations  which  stimulate  the  characteristic 
physical  shell  buckling  behaviour.  Worst  geometric  imperfections  have  a  mathematically 
determined worst possible  imperfection pattern  like  the single buckle,  [5]. Realistic geometric 
imperfections are determined by measurement after fabrication and installation [6] 

• plastic collapse: structural  failure  linked  to a  limit point where  the structure reaches a global 
maximum by highly plastic straining.  

• stability design value: value of the buckling resistance taking into account the uncertainties of 
the model‐based predictions (is an approximation of a stability design allowable which is used 
in design.  It  is never a  statistical value when analytically or numerically derived. Associated 
KDFs may be obtained from statistical evaluation of a sufficient number of test results). 
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8.7 Stability design allowable and knock-down-factor (KDF) 

8.7.1 Stability design allowable (design allowable of the buckling resistance)  
A  sufficient  number  of  relevant  tests  are  the  only  basis  to determine  a  (statistically MIL‐HDBK‐5‐
based)  stability  design  allowable. The  computation of  a buckling  load,  transferred  into  an  equivalent 
buckling resistance, can never deliver more than an approximation of a stability design allowable. So, 
as a stability design allowable obtained from test series is usually not available one only can achieve a 
value which can be called stability design value.  

8.7.2 Knock-Down-Factor  
A knock‐down factor is a reduction factor used to derive a design buckling resistance from a predicted 
theoretical  buckling  load  value.  It will  cover  the  effects which  are  not  considered  in  the  applied 
structural model. The KDF has nothing to do with the margin policy.  

The  application  of  the  KDF  primarily  takes  place  in  the  classical  eigenvalue  extraction  (linear  or 
nonlinear), where the critical buckling load value is decreased by the KDF.  

The KDF method usually is based on the analysis of the ideal, perfect structure. It is the most simple 
and historically the first approach to correct stability analysis results achieved for general instability or 
global buckling. A KDF accounts for the difference between predicted value and test result.  

Sufficient  test  data  are  rarely  available.  In  such  a  case  KDF  data  are  referenced  to  a  known 
imperfection level, a certain geometry and a specific type of load.  

KDFs consider  the  influence of geometrical  imperfections, of residual stresses and simplifications  in 
the analysis method (boundary conditions, pre‐buckling deformations) and should at least correct the 
difference between calculation model and test with the average or with 50% expectance.  

The KDF  is differently defined.  In  case of NASA SP‐8007  the  slenderness  ratio‐ dependent KDF  is 
based on a  lower‐bound design curve of  the cylindrical shell  test data. Here one might say  that  the 
KDF is applied to a characteristic buckling resistance. Probabilistic aspects of KDFs are presented in [6] 
and [7].  

8.8 Analyses, modelling, and design aspects  

8.8.1 General  
In stability design it is discriminated between the differently jeopardized structural elements.  

Figure  8‐3 displays  the  load‐deflection  behaviour of  a  shell,  a  slightly  curved plate  and  a  column. 
These structural elements have a different post‐buckling behaviour: non‐stable and stable. This makes 
it practically impossible to generally define a statistically based stability design allowable analogous to 
the strength design allowables.  
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Figure 8‐3: Equilibrium path of structural elements with different post‐buckling 
behaviour  

The resistance of a buckling endangered component  is determined by a careful analysis considering 
the scatter of all driving design parameters.  

It is distinguished, whether the structural component is globally affected by the failure mechanism or 
locally  like  the  flange  of  a  girder  beam.  Local  buckling  is  normally  permitted,  if  the  design 
requirements are fulfilled. That includes the functionality and the serviceability of the structure. In the 
local  analysis,  the  residual  stresses  are  considered.  In  this  context,  there  are  some  limiting bounds 

rial analysis:  

• Onset of detrimental deformation: Onset of global yielding, of essential micro‐damage  

• Onset of fracture: material strength failure which is clearly identified for all materials in case of 
buckling; or a collapse (mechanism, loss of static equilibrium)  

• Onset of essential degradation: inter‐fibre failure of composites< final failure.  

Although it is possible to analyse the post‐buckling behaviour, the open question is always: At which 
point should the engineer fix the computed buckling  load  if no severe global buckling was detected 
before?  

8.8.2 Optimization and robust design  
The  design  has  to  strike  a  balance  between  life‐cycle  cost,  schedule,  and  acceptable,  verifiable 
performance, see [8]. The purpose of analysis is to understand the structural problem and gain insight 
‐  not  primarily  generate  numbers.  In  this  context  a  compromise  is  aimed  at.  Thereby  it  helps  to 
develop designs that are robust, or tolerant to uncertainties in environments and in the assumptions.  

Optimization has to aim at Robust Design. This results in a structural behaviour which is insensitive against 
the variation of the most important parameters.  

Sensitivity  investigations,  multi‐disciplinary  optimization  and  judgement  of  robustness  are 
prerequisites for a design with the objective of High‐Fidelity stability analysis.  

8.8.3 Idealisation of geometry and modelling  
A difficult problem  in structural analysis  [8]  is  that of  idealizing a structure, or  representing  it  in a 
form we know how to analyze optimally. One has to make assumptions, whether a stability model e.g. 

which may terminate the combined fully nonlinear geometric‐mate
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is a shell buckling problem for which one can find appropriate solutions  in handbooks or for which 
one has to perform a FEA. The assumptions define the quality of the output.  

Basic objective of the designer is the provision of a model which allows giving answers to the posed 
project task. This means a qualified response to the task for obtaining the necessary information and 
required  accuracy  on  stresses,  strains,  buckling  load  predictions, mode  shapes  or  displacements. 
Simplifying is required as far that the programme deadlines with respect to time and money are met. 
Some aspects are respected thereby:  

Physics have to be modelled accurately. Simple designs are less costly and more reliable. Bad modelling cannot be 
covered by  the design FoS which have  to guarantee quality of  the design and of  the structure  test  in order  to 
achieve a certain level of structural reliability for the (flight) hardware!  

8.8.4 Analysis solution types  
Good designs are obtained at  the quickest by proceeding step by step  (see chapter 11)  from simple 
analytical  solutions,  called here Level‐1  solutions,  to more  and more  complex models and  solution 
procedures  up  to  a  Level‐4. Only  such  a  hierarchical  approach  leads  to  the  needed  ‘high  fidelity’ 
desired  in stability analysis. Thereby, the next step  is taken after satisfaction of the preceding result. 
The envisaged analysis levels are:  

• Level‐1: Analytical solution of ideal structure (perfect geometry) 

• Level‐2: Semi‐analytical solution of ideal structure  

• Level‐3a: FE solution of ideal structure  

• Level‐3b: FEA of real structure (imperfect geometry, KDF   1.00).  

The  value  of  the  KDF  approaches  1.00  the more  accurate  the  applied  stability  analysis  is  when 
following the strategy for a hierarchical high fidelity analysis.  

The  simplest method  to  determine  computed  bifurcation  points  and  limit  points  is  the  eigenvalue 
extraction method (classical numerical buckling analysis). This method faces several essential topics:  

r

 literature, experience with respect to meshing (elements, fineness) 

ation of imperfections by applying KDF’s on the computed critical buckling load.  

onlinear)  
This method  is  linked  to geometrical nonlinear and  if applicable  to material nonlinear analysis. As 
shown  by Koiter,  for  light weight  structures  the  instability  failur is  sensitive  to  imperfections  as 
shown  in Fig. 4‐8. To  investigate  this  important effect,  the  two main  imperfections  ‐geometrical and 
physical‐ are investigated in a nonlinear analysis.  

• Ca eful modelling of the structure including boundary conditions 

• Consideration of

• Mesh convergence study with different refinements 

• Parameter studies of boundary conditions  

• Plausibility  check  of  the  stability  failure modes  in  conjunction with  the  stress  interpretation 
(membrane forces, shell bending moments, )  

• Similarity checks with literature, experience, handbooks,  

• Check of negative eigenvalues  

• Consider

8.8.5 Imperfection sensitivity analysis (n

e 
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Notice that Level‐1 and Level‐2 solutions are analytical solutions, while the following essential topics 
are concerned with FE solution aspects. 

easurements  are  available,  eigenmodes  can  be  used  instead  in  an 
imperfection  sensitivity  study.  This  method  is  linked  to  [9]  and  is  called  pitchfork 

• Physical imperfections:  

⎯ Residual (in self‐equilibrium) stresses from manufacturing process (see section 8.6.2)  

⎯ Effect of manufacturing on the orthotropic material data and behaviour.  

Every serious nonlinear analysis looking for limit points and/or bifurcation points is accompanied by an 
appropriate  eigenvalue  extraction  at  certain  loading  states. Besides  the  essential  topics  from  above 
some additional ones should be accounted for:  

• Careful modelling of the structure including boundary conditions 

• Consideration of literature, experience with respect to meshing (elements, fineness) 

• Mesh convergence study with different refinements  

• Parameter studies of boundary conditions  

• Decision of method (Newton, arc length)  

• Plausibility check of stability  failure modes  in conjunction with stressing and strength  failure 
modes interpretation (membrane forces, shell bending moments, )  

• Similarity checks with literature, experience, handbooks,  

• Finding zero eigenvalues (bifurcation points)  

• Finding stable equilibrium path  

• Finding of the relevant parameter making the stiffness matrix singular (structure, material, )  

8.8.6 Choice of calculation method  
The  choice  of  the  method  is  always  an  important  point  when  beginning  to  design  a  structure. 
Depending on the loading, the type of structure, the material used, the engineer has to decide which 
analysis method to use.  

For that reason the engineer always keeps in mind to weigh the advantages and drawbacks given by 
tests, analytical solutions, and numerical methods.  

The calculation methods are described in chapters 10 and 11. 

• Geometrical imperfections:  

⎯ In  case  hardware  measurements  are  available  the  results  including  a  statistical 
background should be implemented into the model. 

⎯ If  no  hardware  m

buckling.  
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8.9 Procedure of design verification  

8.9.1 Overview 
As the dimensioning process of a structure is the most important phase for the engineer some hints for 
decisions are tried to be given in the following flow chart detail (see Figure 8‐4). It may be applied to a 
structural element as well as to a large structure. It is guided by the development logic presented in 
Figure 8‐1 which might be also termed general description of a design finding process.  

 

Figure 8‐4: Guideline for stability design verification 
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8.9.2 Verification policy  
Verification  demonstrates  through  a  dedicated  process  that  the  product  meets  the  specific 
requirements and  is capable of sustaining  its operational role during  the project  life cycle, reference 
[10].  

A  satisfactory  completion of  the verification process  is  the basis  for a  contractual acceptance of  the 
product by the customer, the certification.  

The objectives of the verification process are to:  

• demonstrate the qualification of design and performance, by meeting all specified requirements 
(including time‐lines) at all the specified levels; 

ied design,  is  free  from workmanship 
flaws and acceptable for use;  

• verify that the aerospace system including tools, procedures and resources will be able to fulfil 
mission requirements;  

• confirm product integrity and performance after particular steps of the project life cycle such as 
for an orbiter, the pre‐launch, in‐orbit, and post‐landing load cases.  

Verification  is  accomplished  by  one  or more  of  the  following  verification methods:  Test, Analysis 
including  Similarity,  Review‐of‐design,  Inspection  and  in  addition,  Former  Experience. A  project‐
related optimal model philosophy such as  the Prototype Philosophy with models such as QM, EM, 
STM  or  the  Protoflight  Philosophy  (reference  [10])  is  applied  to  achieve  a  high  confidence  in  the 
product verification.  

In the case of stability‐critical design, verification is performed by the methods:  

• analysis with cross‐checking and/or  

• qualification test with e.g. a QM  

• sensitivity studies 

• flight.  

For  big  structures  and  if  no  test model  is  foreseen  the  case design  verification  by  analysis‐only  is 
encountered.  Then,  the  real  design  verification  takes  place  later with  a  successful  flight.  For  that 
reason, all the investigations done as:  

• Load case selection and Analyses  

• Sensitivity studies and Trend analyses  

are taken into account.  

Additional cross checks are performed by:  

• a similar test  

• experience  

• cross checking of a structural model.  

• ensure  that  the product  is  in agreement with  the qualif
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8.9.3 Assessment of the structure 
In stability analysis a lot of different aspects are considered for the assessment of the structural load 
carrying capacity and are identified and interpreted, like:  

• Limit points and bifurcation points  

• Load paths  

• Convergence behaviour  

• Sensitivity studies  

• Condition of the stiffness matrix and  

• Material behaviour.  

Finally  a  scalar  value  can  be  determined  from  the  analysis  results  when  usually  applying  the 
deterministic safety format. This value is called Margin of Safety (MoS). It is computed for DBL from 
the equations:  

a. Linear case (load is permitted to be replaced by stress)  

• Eigenvalues  

stability design allowable (stress level)
1

stress at DBL
MoS = −   

8‐2 

 

b. Nonlinear case  

stability design allowable
1

DBL
MoS = −    8‐3 

Because of the fact that a stability design allowable is rarely available it is to be replaced ‐on the safe 
side‐ by a stability design value.  

NOTE  The quality of the MoS depends strongly on the points listed above. It is 
much more  important  than  the  figure of  the MoS  itself. The  chance  of 
failure  does  not  dramatically  increase  when  the  figure  turns  slightly 
negative, see reference [11]. 
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8.11 Abbreviated Terms and Symbols 
The following abbreviated terms and symbols are defined and used within this Chapter: 

Abbreviation  Meaning 
DBL  Design Buckling Load 

DimLC  Dimensioning Load Cases 

DLL  Design Limit Load (= LL∙ KM ∙ KP) 

DUL  Design Ultimate Load 

DYL  Design Yield Load 

EM  Engineering Model 

FE  Finite Element 

FEA  Finite Element Analysis 

FMEA  Failure Mode Effect Analysis 

FoS  Factor Of Safety 

KDF  Knock‐down‐factor 

KMP Uncertainty Factor 

KP Project Uncertainty Factor 

LL  Limit Load 

LP  Limit Pressure 

MoS  Margin of Safety 

QM  Qualification Model 

STM  Structural Thermal Model 

Ψi Load Combination Factor 

 

[9] Arbocz, J.: Post‐Buckling Behaviour of Structures: Numerical Techniques for more Complicated 
Structures. In Lecture Notes in Physics, Ed. H. Araki et al., Springer‐ Verlag, Berlin, pp. 84‐142, 
1987.  

[10] Anonymous, ECSS

KM Programmatic Uncertainty Factor 
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9 
Influence of manufacturing and assembly 

processes on the buckling load 

9.1 Overview 
The buckling of shell structures is influenced by geometrical imperfections and residual stresses, both 
depending on the selected manufacturing and assembly processes. 

Generally  orthotropic  stiffened  axisymmetric  structures  are  used  in  space,  e.g.  cylindrical  shells, 
conical shells, spherical shells for propellant tank domes (or elliptical or other dome shapes). 

  in  differential  design  or  integral  design.  Differential  design 

dwich structures 

9.2 Metallic Structures – Integral Machined Curved 
Panels 

The  orthotropic  stiffening  is  possible
means  that  stringer  and  ring  stiffeners  are  riveted  or/and  bonded  or welded  (in  case  of metallic 
material) to the skin. An integral design means 

a. integral machined parts out of thick plates, e.g. waffle grid or isogrid type of shell structures 

b. San

c. Integral stiffening e.g. corrugated shell 

d. Composite structures 

Anyhow, the shell segments in differential or integral design are assembled and connected by bolted, 
riveted, bonded or welded (for metallic material) connections. 

The  typical process  is  to  take a plane  thick plate and  to  form  it  into a basic shape  (curved panel or 
double curved dome). For curved panels it is usually done by three rollers, for a double curved dome 
it can be done by spin forming (pressing a roller against a rotating plate and form the material over a 
tool)  or  forging. After  the  forming process  a  heat  treatment  can  be  applied  to  reduce  the  residual 
stresses. Finally the machining process is applied. 

The following items should be handled with extra care: 

a. Even in case of heat treatment significant residual stresses can appear. They can bring the part 
out of geometrical tolerance after releasing the machined part (spring back effect). Even  if the 
geometrical tolerance  is acceptable  it  is recommended to measure the residual stresses during 
the  qualification  of  the  manufacturing  and  to  consider  the  residual  stresses  in  the  design 
verification analyses. An example is the waffle grid stiffened inner dome of the LH2 propellant 
tank of the ARIANE 5 upper stage ESC‐A. The material is Al 2219. After the spin forming and 
heat treatment process the measured residual stresses reached 50 MPa. 
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b. The  local  skin  thickness  an
considered.  There  is  a  mi

d  the  thickness  of  the  stiffeners due  to  the machining  should  be 
nimum  thickness  for  machining  (thin  thickness  is  risky  for  the 

design 
 thickness can vary strongly within the tolerance band. 

 o Welding 
 s

lting in 

Due to the heat impact during welding there is a shrinking in the heated zone after cooling leading to 
local  deformation. Additional  geometrical mismatch  before welding  should  be  taken  into  account 
which gives local disturbing stresses under loading. Both effects have of course impact on the strength 
of the welding line but can influence buckling loads too (geometrical imperfection). 

iffened 
   
 or

After   
deform  on the laminate characteristic layer orientation. They can be reduced if: 

 
layer  is 

 

If the  f the panels will be present after hardening 
which leads to final geometric deformation (imperfections) or additional constraints after mounting. 

9.5 Assembly Stresses and Deformations 
If  closed  shell  structures  are  assembled  by  bolted  interfaces  (e.g.  stages  of  launchers)  the  small 
geometric tolerances of the interfaces can lead to high mounting stresses which should be taken into 
consideration  for  the buckling  loads  too. A certain  level of mounting stresses should be considered 
generally  in  the design verification process. Additionally an  interface  control process  for mounting 
stresses can be necessary. 

For  the ARIANE 5  the  specified  interface  tolerance  for  the 5.4 m diameter  interface  is +/‐ 1 mm  in 
longitudinal direction and a general mounting stress level of 40 N/mm for the axial force flux has been 
considered  in  general  design  verification. Within  this  tolerance  bound  of  +/‐  1 mm  a  lot  of  axial 
deformation  shapes  can  be  present  (depending  on  the manufacturing  process) which  lead  to  non‐
acceptable stresses (more than 40 N/mm axial force flux). 

machining in terms of failure; repair solutions and procedures should be included in the 
verification process). It is known that the

9.3 Metallic Structures – Deformations due t
Shell tructures usually are assembled by welding of panels, e.g. 

a. the circumference of cylindrical shells can be built by welding together curved panels resulting 
in longitudinal weld lines 

b. spherical dome structures can consist of welded segments (like parts of an orange) resu
meridional weld lines 

c. axisymmetric  shell  segments  (cylindrical  parts,  conical  parts,  spherical  parts)  can  be welded 
together resulting in circumferential weld lines 

9.4 Composite Structures 
Composite structures have skins (face sheets of a sandwich panel, skin of a stringer or ring st
shell, skin of a corrugated shell) which are built up by  fibre  reinforced plastic  layers with different
fibre ientation of the layers. 

the hardening process  in an Autoclave oven under heat and pressure  there can be significant
ation depending

a. the  layers  lay‐up  with  the  different  fibre  orientation  is  symmetrical  to  the mid  plane  and
balanced  to one axis  in  the plane  (symmetric  laminates) and  if  the  fibre volume of a 
homogeneous, as well as the thickness and the fibre orientation is realized in the manufacturing
as designed. 

design of the layers is not symmetric a spring back o
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The actual shape can be measured and the induced stresses due to mounting (all gaps will be closed 
by torquing the bolts) can be calculated in advance (by forced displacement analysis). By closing the 
axial  gaps, warping  stresses  (axial  force  fluxes) will  be  produced.  If  a  harmonic  analyses  of  the 
circumferential distribution of the gap profile will be performed the warping stresses for each wave 
number can be calculated separately in case of axisymmetric shell structures. The warping stres
high wave numbers will decay rapidly, but for low wave numbers, especially for wave number
impact
verifica

The process for mounting more than 2 structures is complicated because mounting stresses (warping 
stresses) at the first mounted interface procedure produce ovalization (deformation in the plane of the 
cross section) at the free interfaces. If these interfaces will be mounted, again warping stresses will be 

he Imperfection Data Bank, a Means to Obtain a 

can be used effectively to develop improved design criteria for 
weight  critical,  low  margin  of  safety,  axially  compressed  cylindrical  shells.  As  is  known  such 
structures  are  usually  buckling  critical.  A  typical  design  procedure  used  for  the  layout  of  such 
structures can be summarized as follows: 

a. Lay‐out the preliminary dimensions 

b. Select a wall construction and a stiffening concept 

c. Use  one  of  the many  shell  of  revolution  codes  to  calculate  the buckling  load  of  the  ʺperfect 
structureʺ  taking  into  account  the  appropriate  boundary  conditions  and  the  prebuckling 
deformations 

e. Ap

Currently available computer codes can usually model the ʺperfectʺ structure in great detail including 
c end attachments, various wall constructions etc. Thus the buckling load of 
n be calculated very accurately. The great unknown in the above procedure is 

n the so‐called ʺLower Bound Design Philosophyʺ. That 
 knock‐down  factor, which  is  so  chosen  that when  it  is 

ltip ndʺ to all existing experimental data is obtained. 

  ap ight of  the  structure  is of no  concern  the Lower Bound Design 
Approach  is  simple  to  apply,  and  in most  cases  it will  provide  a  safe  buckling  load  prediction. 

ses of 
 2, the 

  can  be  present  in  the  entire  shell.  The  warping  stress  has  to  be  considered  for  strength 
tion and for buckling analysis. 

induced. 

Nevertheless, these effects can be considered in the analysis. In case of verification problems (negative 
margins) there  is still the possibility of shimming (filling the gaps) of the interfaces, a kind of repair 
solution. 

9.6 T
Realistic Buckling Load 

9.6.1 Overview 
In  the  following  an  attempt will  be made  to  show  that  the  results  of  detailed  initial  imperfection 
measurements on full scale structures 

d. Select a ʺknock‐down factorʺ to account for the ʺimperfectionsʺ present in the finished product 

ply the appropriate safety factor. 

discrete stiffeners, realisti
the ʺperfectʺ structure ca
the magnitude of the ʺknock‐downʺ factor by which the buckling load prediction for the perfect shell 
(with all  its 9 significant  figures) should be multiplied  in order  to arrive at a reliable buckling  load 
prediction for the real structure. 

All current shell design manuals are based o
is,  they  recommend  the use of an  empirical
mu lied by the classical buckling load a ʺlower bou

For plications where  the  total we
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However, in those cases where the design  is weight critical one is usually forced to accept a smaller 
margin of safety and hence a more refined method of design and analysis is called for. 

Extensive research over the past few decades has shown that for axially compressed thin cylindrical 
shells the largest portion of the ʺknock‐downʺ factor is due to initial imperfections in shell geometry, 
with thickness variations, plastic behaviour, initial stresses and poor load distribution contributing the 
remaining part. (It is assumed here that the effect of realistic boundary conditions has been properly 
accounted for.) 

It has also been established that if the initial geometric imperfections of a shell are known then with 
the  current  generation  of  nonlinear  structural  analysis  codes  it  is  possible  to  predict  the  actual 
buckling  load within  about  10%,  a margin  that  is within  the  accuracy  expected  for  imperfection 
sensitive buckling load calculations. 

9.6.2 Imperfection surveys on large or full scale shells 

9.6.2.1 Overview 

In general, it has now been accepted that in order to apply the theory of imperfection sensitivity with 
confidence  one  should  know  the  type  of  imperfections  that  occur  in  practice.  Thus  the  initial 
imperfection surveys carried out on laboratory scale shells by the Caltech group and others has been 
followed by  imperfection measurements on  large scale and  full scale structures  in different parts of 
the world. When carrying out such measurements one should always  remember  that Koiterʹs work 
has shown conclusively that the ʺknockdownʺ factor depends not only on the magnitude but also on 

9.6.2.2 Imperfection surveys at NASA-langley 

In 1977 Arbocz and Williams [1] published the results of detailed imperfection surveys carried out on 
a  large  (radius 1534.0 mm,  length 2387.6 mm, wall  thickness  2.54 mm)  integrally  ring  and  stringer 
stiffened  shell.  Figure  9‐1  shows  the  test  specimen  with  the  equipment  used  to  carry  out  the 
imperfection scans visible on the side of the shell. The technique employed measured the deviation of 
the cylinder outer surface relative  to an  imaginary cylindrical reference surface. Physically,  this was 
accomplished with a 3.0 m long aluminium guide rail supported on the outside diameter of the two 

  atched to within 0.15 mm. A trolley car 
a as slowly driven along the guide rail by 

the shape of  the  initial  imperfections. Thus  it  is not sufficient  to spot check  the shell surface  for  the 
maximum  imperfection  amplitude by  carrying out  selected  circumferential  and/or  axial  scans. One 
should  always provide  for  sufficient  cross‐reference data,  so  that  later  the  individual  scans  can  be 
pieced  together  to a complete surface map of  the measured structure via numerical  techniques on a 
digital computer. 

steel end rings, which were machined so accurately that they m
carrying   direct current differential transformer instrument w
an electric motor. The position of the car was electronically measured using a potentiometer. Accuracy 
of  the displacement measurements was  to within  ±   0.05 mm. The guide  rail was moved  stepwise 
around the cylinder circumference in 5‐degree increments thus yielding a total of 72 discrete scans for 
the complete cylinder. Discrete digital data was recorded every 6.0 mm along the cylinder length, thus 

a typical 2057.4 mm scan. This digitized data were recorded on a magnetic 
 an  reduction. 

yielding 343 date points for 
tape d used later for data
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Figure 9‐1: Initial imperfection survey instrumentation at NASA Langley [1] 

In all cases where one attempts  to measure  the exact shape of a shell, before one can determine  the 
initial imperfection one has to define the perfect cylinder. In the above case, the radial deviations from 
the  imaginary  cylindrical  reference  surface, defined by  the  two very accurately machined  steel end 
rings and the rigid aluminium rail connecting them were measured. Next the data reduction program 
described  in Reference  [2] was used  to  find  the best‐fit  cylinder  to  the measured data of  the  initial 
imperfection scans. Using  the method of  least‐squares,  this program computed  the eccentricities  1Y  
and  1Z ,  the  rigid  body  rotations  1ε   and  2ε   and  the mean  radius R  (see  Figure  9‐2).  Finally,  the 
measured displacements were recomputed with respect to the newly found ʺperfectʺ cylinder. These 
values were then used to prepare the 3‐dimensional plot of the initial imperfections shown in Figure 
9‐3. The three welded seams are clearly visible in the longitudinal direction. 

 

Figure 9‐2: Definition of the ʺperfectʺ cylinder 
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Figure 9‐3: Measured initial shape of Langley shell [1] 

9.6.2.3 Imperfection surveys at Georgia Institute of Technology 

In  the  early  70’s Horton  and  his  co‐writers  carried  out  a  series  of  shell  buckling  tests  at Georgia 
Institute of Technology. Both  small and  large  scale specimens were  tested. The  large  shells  (radius: 
945.8 mm, length: 2743.2 mm, wall thickness: 0.613 mm) were made of 7075‐T6 aluminium alloy, each 
consisting of 6  identical panels. On  the  inside  they were  reinforced by 312 closely spaced Z‐shaped 

  d two stringers were riveted along 

 shell and served as a  reference beam. A 
LVDT (linear voltage differential transducer) was then attached to the straight edge at different axial 
positions.  The  shell was  rotated  about  its  axis  and  the  variation  of  the  profile  recorded  at  equal 

   overall system is given in Figure 9‐5. A 

stringers (see Figure 9‐4). One edge of each panel was  joggled, an
each joint line. The remaining stringers were attached to the sheet with adhesive. The shells were held 
circular  by  two  heavy  end  rings, which were  rolled  out  of  [‐shaped  extruded  sections,  and  by  7 
equally  spaced  Z‐shaped  rings  on  the  outside. On  two  of  the  large  shells  complete  imperfection 
surveys consisting of 32 equally spaced circumferential scans were carried out. For this purpose stiff 
end‐plates with central bearings were attached to the specimen, which then was mounted in a heavy 
framework, with its axis horizontal, in such a fashion that it could be rotated about its axis. A 3 meter 
long precision straight edge was positioned parallel  to  the

intervals along the length of the shell. A block‐diagram of the
3‐dimensional view of the measured initial imperfections referenced to the previously described ʺbest‐
fitʺ cylinder is shown in Figure 9‐6. 
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Figure 9‐4: Construction of Hortonʹs shell HO‐1[3] 

 

 9‐5: Block diagram of Hortonʹs imperfection survey instrumentationFigure  
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Figure 9‐6: Measured initial shape of Hortonʹs shell HO‐1 [3] 

9.6.2.4 Imperfection surveys at sifferent aerospace companies in the USA 

In  carrying  out  imperfection  surveys  on  a manufacturing  floor  one has  to  be  able  to  adjust  to  the 
realities of working on a tight schedule. Also, in most cases, one has to use the rotation hardware that 
is present at the manufacturing site  in order to make the required axial and circumferential scans of 
the  test specimen. This data  is  then  later pieced  together by an appropriate data reduction program 

od  quality  a  partial  data 

The Caltech  group  has  used  the  two  piece  portable  rail  system  shown  in  Figure  9‐7  to  carry  out 
flight hardware at different aerospace companies. On the same figure one of 

 slides along the rail. The cart is spring loaded so 
t  it re  pressed  against  the  reference  axis  (the  front  edge  of  the  top 
ge  using a theodolite and an optical target mounted on the cart. 

Deviations  from  straightness  are  determined  using  this  instrument.  The  initial  error  can  be 
t method to about ±0.01 mm over the 7.6 m length of the beam. The exact 

pe  
process. The shape of  the shell generator  is  thus measured with  respect  to  this  rail by means of an 
LVDT  of  sufficient  range  to  determine  not  only  the  expected  initial  imperfections  but  also  any 

ith respect to the ʺbest fit perfect shellʺ axis system. 

using  a  computer.  In  order  to  ascertain  that  the  data  recorded  is  of  go
reduction should be done on site. 

imperfection surveys on 
the  test shells  is shown mounted  in a  rotation device. The  rail consists of a standard  I‐beam  that  is 
connected with tapered pins at the center. It  is supported by a center stand which  is movable  in the 
vertical  (z‐)  direction  and  by  two  end  stands  which  have  x‐y‐z  positioning  capability.  The 
displacement transducer is mounted on a cart which
tha s  precision  bearing  rollers  a
flan ). The rail can be aligned optically

determined with the presen
sha  of the beam is recorded and later removed from the measured data during the data reduction

misalignment of the reference rail w
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Figure 9‐7: Measurement of a full scale aerospace shell [4] 

The position of the cart with the LVDT along the rail is determined by a black and white tape attached 
to  the rail. The  tape  is read by a  light emitting photo‐diode pair, which generates a square wave  to 
trigger the data acquisition system. The cart and the rail are also shown in Figure 9‐8. The data (LVDT 

 p ion system by a flexible cable which follows the cart 
 a slide e driven by a variable speed motor and  limited by 

switches mounted on the rail. 

and osition signal) are carried to the data acquisit
on  wire. The cart  is moved by a steel cabl

 

Figure 9‐8: Instrument card and position tape on reference beam 
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Figure 9‐9 shows a 3‐dimensional plot of the measured initial imperfections referenced to the ʺbest fitʺ 
cylinder  from  a  large  (radius  1212.1 mm,  lengths  6454.1 mm, wall  thickness  1.549 mm)  integrally 
stiffened shell constructed out of three pieces. The lines are drawn in the circumferential direction but 
the  data  were  collected  from  axial  scans.  The  three  welded  seams  are  clearly  visible  in  the 
imperfection plot. The disturbance at the center results from a ring frame at this location which tends 
to minimize  the weld  imperfection. The waviness  is caused by  the pockets of  the  stiffened  shell. A 
better view of this is shown in Figure 9‐10, where the regular pattern of the pockets is clearly seen. The 
large jumps at the end of the shell are a result of the end domes of the shell being forced‐fit inside the 
cylindrical section. In all 3‐dimensional plots positive imperfections are outward. An exception of this 
rule  is Figure 9‐9 and Figure 9‐10 where positive  imperfections are pointed  inward. This change  in 
orientation became necessary because of the form of the measured initial imperfections near the two 
edges. A closer look at the axial cross‐plot shown in Figure 9‐10 reveals that the initial imperfections 
consist of 3 main components, namely a large step function like component due to the uniform radial 
displacement  produced  by  the  forced‐fit  domes,  a  large  half‐wave  sine  component  in  the  axial 
direction plus a small short wave imperfection component which accounts for the waviness. Since for 
stability  calculations  the uniform  radial  expansion  is of no  consequence  the  edge  zones have been 
eliminated  from  the data. Thus  the Fourier decomposition of  the measured data was done with  the 
initial imperfections shown in Figure 9‐11. Here positive imperfections are pointed outward as usual. 
The measured  initial  imperfections  referenced  to  the  ʺbest  fitʺ  cylinder  from  another  large  (radius 
1527.4 mm,  length 6047.7 mm, mean wall  thickness: 2.629 mm)  stringer stiffened  shell made out of 
four  pieces  are  shown  in  Figure  9‐12.  The  four  longitudinal welded  seams  are  once  again  clearly 
visible. Also, since  this shell has only  longitudinal stiffeners  the short wave waviness caused by  the 
intersecting transverse stiffeners observed on the previous shell is absent. On the other hand this shell 
has more waviness in the circumferential direction. 

 

Figure 9‐9: Measured initial shape of aerospace shell X‐1 
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Figure 9‐10: Typical meridonal shape of aerospace shell X‐1 

 

Figure 9‐11: Measured initial shape of aerospace shell X‐1 with edge zones 
removed 
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Figure 9‐12: Measured initial shape of aerospace shell X‐2 

9.6.2.5 Imperfection surveys on aerospace shells in Europe 

The Aerospace Structures Group at the Delft University of Technology uses the one piece portable rail 
system shown in Figure 9‐13 to carry out imperfection surveys on the ARIANE interstage I/II and II/III 
shells. Here  the  shell  is positioned up‐right on a 2‐piece  turntable, with  the  reference beam placed 
parallel to it on an adjustable tripod. 
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Figure 9‐13: Initial imperfection survey system from the TU Delft 

There are 3 LVDT pick‐ups  installed on  the  reference beam. The  fixed ones on  the  top and on  the 
st the machined end rings. The third one is installed on a carriage which is 

  carriage  is  recorded by  an  electro‐optical device which  scans  a  strip with 
t‐outs. The resulting square shaped signal is used to digitize the data in intervals of 

mm  care is taken to record possible random rigid body displacements of the shell assembly 
  respect   the  fixed  position  of  the  reference  beam  during  rotating  the  turntable  to  a  new 

sition. This is accomplished by monitoring the planar displacements of a calibrated 
 the center of the turntable. These displacements are then also removed from the 

measured data during data reduction (see Reference [5] for a detailed description). 

Figure  9‐13  shows  an  ARIANE  interstage  II/III  shell  (radius  1300.0 mm,  length  2730.0 mm, wall 
thickness 1.2 mm) which is built‐up out of 8 identical panels. The  joints between adjacent panels are 

e  120  equally  spaced  hat‐shaped  stringers  riveted  to  the  shell 

bottom are bearing again
moved along the beam by an electric drive to record the shape of the corresponding shell generator. 
Next  the shell  is rotated  to a new position  followed by another axial scan. The process  is continued 
until the whole surface has been surveyed and recorded. The exact shape of the reference beam has 
been measured optically and  it  is removed  from  the measured data during  the data reduction step. 
The  axial position of  the
equally spaced cu
10  . Special
with   to
circumferential po
circular ring placed in

joggled  and  on  the  outside  there  ar
surface. The whole structure is held circular by two precision machined end rings on the outside and 5 
equally  spaced  U‐shaped  rings  on  the  inside.  A  3‐dimensional  view  of  the  measured  initial 
imperfections  referred  to  the  so‐called  ʺbest  fitʺ  cylinder  is  shown  in  Figure  9‐14.  It  should  be 
mentioned here  that  in all 3‐dimensional views  the measured  initial  radial  imperfections have been 
normalized by the corresponding wall thickness. 
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Figure 9‐14: Measured initial shape of the shell AR23‐1 [5] 

9.6.3 Comparison of the measured initial imperfections 

9.6.3.1 Overview 

At the moment there are two initial Imperfection Data Banks in existence, one at the Delft University 
of  Technology  and  one  at  the  Technion  in Haifa.  The  purpose  of  establishing  these  data  banks  is 
twofold. First, all the imperfection data obtained at different laboratories by different investigators is 

ical form so that a comparison and critical evaluation is made possible. Second, with presented in ident
the continued advances being made in the development of powerful nonlinear shell analysis codes the 
need  for  realistic  imperfection distributions  to  be used  for  collapse  load predictions  is  expected  to 
increase. The Imperfection Data Banks are intended to provide this information. 

In all cases  the measured  initial  imperfections are  represented by  the  following  two double Fourier 
series: 

N N
k k

k 0 0

k x y y
W(x, y) t cos A cos B sin

L R R= =

⋅ π ⋅ ⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ l l
l

l l   9‐1 

referre  a ve cosine representation, and d to s the half‐wa

N N
k k

k 0 0= =l

k x y y
sin C cos D sin

L R R
⋅ π ⋅ ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ l l

l l   9‐2 

  the  different  imperfection  distributions,  in  an  attempt  to  find  characteristic 

W(x, y) t= ⋅

called the half‐wave sine representation. Here R, L and t are shell radius, length and wall thickness; x 
and y are axial and circumferential co‐ordinates; k and  l  are  integers denoting  the number of axial 
half waves and the number of full waves in the circumferential direction, respectively. In all cases the 
measured imperfections are referred to the so‐called ʺbest fitʺ cylinders. 

The adoption of a standard representation for the measured initial imperfections is necessary in order 
to  be  able  to  compare
imperfection distributions  that  are  associated with  the different  fabrication  processes.  It  should  be 

159 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

stressed  here  that  in  all  cases  the  Fourier  coefficients  are  normalized  by  the  corresponding wall 

 fixed number of curved parts joined initially by welded 
nd pieces. The curved parts are 

made  out  of  initially  thick walled  flat  plates, which  are  rolled  to  desired  shape  after  the  chosen 
stiffening pattern has been integrally machined into them. Figure 9‐15 shows the variation of the half‐

nction of the circumferential wave number (for selected axial 

thicknesses of the shell bodies. 

9.6.3.2 Shell fabricated by Welded Seams 

Many aerospace tanks are constructed out of a
seams to form a cylinder. Later the ends are closed by appropriate e

  l  wave sine Fourier coefficients as a fu
half‐wave numbers k) of the large integrally ring and stringer stiffened shell measured at Langley (see 
Figure 9‐3 for the corresponding initial imperfection map). The amplitudes of the Fourier harmonics 
with a  single half wave  in  the axial direction have a distinct maximum at 9  circumferential waves. 
Only  those  harmonics  that  are  integer  multiples  of  the  3  longitudinal  welds  have  significant 
amplitudes. All  Fourier  coefficients with more  than  a  single  half wave  in  the  axial  direction  are 
comparatively much  smaller. Also, because  the heavy  end  rings have been machined  to very  close 
tolerances  the  shell  exhibits  practically  no  ovalization.  (That  is  the  amplitude  of  the  Fourier 
coefficients with  2=l  is very small.) 

 

Figure 9‐15: Circumferential variation of the half‐wave sine Fourier representation 
(shell LA‐1 [1] 

Figure  9‐16  shows  the  variation  of  the  half‐wave  sine  Fourier  representation  for  a  large  integrally 
stiffened aerospace shell (see Figure 9‐11 for the corresponding initial imperfection map), which is also 
assembled out of 3 curved parts.  In  this case  the amplitudes of  the Fourier harmonics with a single 
half wave in the axial direction have a distinct maximum at  3=l ,

ltiples
increasi

circular 

 which corresponds to the number 
of  longitudinal welds. Only harmonics  that  are  integer mu   of  3 have  significant  amplitudes. 
Also, the amplitudes of the Fourier coefficients decay with  ng wave numbers both in the axial 
and  in  the  circumferential  direction.  Further  since  the  end  domes  are  forced‐fit  into  the 
cylindrical part, the shell possesses a negligibly small  2=l  component (ovalization). 
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Figure 9‐16: Circumferential v  sine Fourier representation 

Fin v tio e ntat
inte  shell  (s   initi
which  is  assembled  out  of  4  .  d es  we lded  to  the 
cylindrical  part.  This  resulted  in  a  large  ovalization.  As  a  atte
harmonics with a single half w e  in t maxim
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 that a  
4 have significant amplitudes. Also in urier c y with 
increasing wave numbers both in the  ction. 

re integer multiples of
oefficients deca

 

ier representation Figure 9‐17: Circumferential variation of the half‐wave sine Four
(aerospace shell X‐2) 

.6.3.3 Shells fabricated by Riveted Seams 

The fixed number of curved panels can also be assembled into a circular cylindrical shell by means of 
joggled and riveted joints. One example of such a shell is the one tested by Horton. Figure 9‐18 shows 

9
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the  variation  of  the  half‐wave  sine  Fourier  representation  for  this  shell  (see  Figure  9‐6  for  the 
corresponding initial imperfection map). The amplitudes of the Fourier harmonics with a single half 
wave  in  the axial direction have 2 distinct maxima, one at  2=l   (out‐of‐roundness) and another at 

(which  corresponds  to  the  number  of  panels  the  shell  is  assembled  from).  The  Fourier 6=l  
coefficients with more than a single half wave in the axial direction are comparatively much smaller. 

 

Figure 9‐18: Circumferential variation of the half‐wave sine Fourier representation 
(Horton’s shell HO‐1 [3]) 

Figure  9‐19  shown  the  variation  of  the  half‐wave  sine  Fourier  representation  for  the  ARIANE 
interstage  II/III  shell  measured  by  the  Aerospace  Structures  Group  of  the  Delft  University  of 
Technology  (see Figure 9‐14  for  the corresponding  initial  imperfection map). The amplitudes of  the 
Fourier harmonics with a single half wave  in  the axial direction have a distinct maximum at  8=l  

  2(which corresponds to the number of panels the shell is assembled from). There is also a sizable =l  
(out‐of‐roundness) component. All other Fourier coefficients are comparatively much smaller. 

 

re 9‐19: CircumferentiaFigu l variation of the half‐wave sine Fourier representation 
(aerospace shell AR23‐1 [5]) 
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9.6.4 Characteristic imperfection distributions 
  [6] has established Imbert that  the amplitudes of  the Fourier coefficients representing  the measured 

imperfections of the Caltech electroplated  isotropic shells decay with  increasing wave numbers both 
in the axial k and circumferential direction  He showed that such a distribution can be represented   l .
satisfactory by the analytical imperfection model proposed by Donnell and Wan [7] 

ξ = + =l l l
l

2 2
k k k r s

X
C D

k
  9‐3  

where and are  the half‐wave  sine Fourier  coefficients, and  the  coefficients 
lkC    

lkD     X,   r and  s are 

determined by least‐square fitting the measured data. Thus the above mentioned formula summarizes 

It app .6.2 and 9.6.3 that for full scale aerospace shells built‐
ted by 

two  c
components will have a single half‐wave in the axial direction and respectively 2, and full waves in 
the circumferential direction, where  is  the number of  full  length panels out of which  the  shell  is 
assembled. By using accurately mac ed rigid end rings the

the characteristic imperfection distribution for the specific fabrication technique described. 

ears from the results presented in sections 9
up out of a fixed number of curved panels the initial imperfection distributions will be domina

omponents  only,  if  the  joints  are  riveted.  Using  the  half‐wave  sine  representation  both 
  l  

l  
hin   2=l  

sured
out‐of‐roundness component can 

be significantly reduced in size. Thus the variation of the mea  harmonics shown in Figure 9‐18 
and  Figure  9‐19  can  be  considered  as  the  characteristic  initial  imperfection  distribution  for  this 
particular type of fabrication process. 

On the other hand,  if the  longitudinal seams, needed to assemble the curved parts, are welded then 
the resulting imperfection distributions are more complicated. The dominant imperfection harmonics 
continue  to  have  a  single  half wave  in  the  axial  direction  and  the  number  of  full waves  in  the 
circumferential direction is obviously influenced by the number of full length panels out of which the 
shell  is assembled. However,  the welding procedure used has also strong  influence on  the resulting 
number of full waves. Thus both the Langley shell LA‐1 and the first aerospace shell X‐1 (radius R = 
1212.1 mm) consist of 3  full  length curved panels, both have negligibly small out‐of‐roundness  (the 

Fourier  coefficients  are  very  small),  however  for  the  Langley  shell  LA‐1  the  largest  Fourier 
 has 9  full waves  in  the  circumferential direction  (3  times  the number of welded  seams), 

 for the first aerospace shell X‐1 the largest Fourier coefficient has 3 full waves (equal to the 
 of welded seams). Apparently the welding procedure used by the two aerospace companies 

similar because also the second aerospace shell X‐2 radius (R = 1527.4 mm) has a large Fourier 
 with  the  same  number  of  full waves  in  the  circumferential  direction  as  the  number  of 

 panels out of which it is assembled, namely 4. However, the initial imperfection distribution of 
ll has also comparatively large harmonics with

2=l  
coefficient
whereas
number
were 
coefficient
curved
this she   2=l  (out‐of‐roundness) and full waves 
in the circumferential direction, besides the harmonics that are integer multiples of  number of 
welded seams. 

Thus  for  shells  assembled out of  a  fixed number of  curved panels by welded  seams  an  important 
question remains to be answered; namely, when is the number of full waves of the dominant Fourier 
coefficient in the circumferential direction equal to the number of welded seams and when will it be 
equal to the number of welded seams times an integer. 

9.6.5 Probabilistic stability analysis 
As pointed  out  in  the  beginning  of  section  9.6  the  great unknown  in  any design procedure  is  the 
selection of the ʺknock‐downʺ factor by which the buckling load prediction of the perfect shell should 
be multiplied by in order to arrive at a reliable buckling load prediction for the real structure. It has 
also been suggested that the existence of Initial Imperfection Data Banks makes it possible to associate 
statistical measures with the different methods of fabrication, which in turn can be used to derive the 

  6=l  
4, the 
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corresponding Reliability Functions  R( )λ . Here  R( )λ  is defined as the probability that the (random) 
buckling load of the structure will exceed (or be at least equal to) the specified load level  Thus 

9‐4 

where  λ  is  the  normalized  load  parameter  (=P/Pcl,  where 

 Λ    λ .

R( ) Pr ob( )λ = Λ ≥ λ  

2cl clP Rtπ σ=   and 

2;cl
Et c
cR

σ 3(1 )ν− ) and Λ the normalized random buckling load.  

rom Figure 9‐20, the knowledge of the reliability function makes it possible to find the 
efined as the normalized load level λ for which the desired high reliability (say 0.95) 
  the  whole  ensemble  of  shells  produced  by  a  given  manufacturing  process.  The 

= =

As can be seen f
allowable load d
is  achieved,  for
corresponding ʺknock‐downʺ factor is thus λa. 

 

Figure 9‐20: Determination of the “knock‐down” factor λa by means of a reliability 
function R(λ) 

Several  investigators  have  studied  the  static  and  dynamic  buckling  of  imperfection  sensitive 
structures with  small  random  initial  imperfections.  For  an  authoritative  review  the  reader  should 
consult Amazigo’s  paper  from  1976  [8]. However,  it was  not  until  1979  that  a method  has  been 
proposed by Elishakoff [9], which made it possible to introduce the results of the initial imperfection 
surveys routinely into the probabilistic stability analysis. 

Basically  Elishakoff  suggested  to  utilize  the Monte  Carlo Method  for  the  solution  of  the  stability 
problem of axially compressed cylindrical  shells with  random  initial  imperfections. When applying 
this method  the  initial  imperfections are  expanded  in  terms of  the usual double Fourier  series and 
then  the  Fourier  coefficients  are  treated  as  random  variables.  Next  the  mean  functions  and  the 
variance‐covariance matrices  of  the  experimental  sample  are  calculated.  Then  by  using  a  special 
numerical  procedure  the  Fourier  coefficients  of  the  desired  large  sample  of  random  initial 
imperfection shapes are simulated. This is followed by a deterministic buckling load analysis for each 
of  the simulated shells. Finally  from  the  resulting histogram of non dimensional buckling  loads  the 
reliability  function  representing  the  probability  (i.e.  fraction  of  an  ensemble)  of  the  buckling  load 
exceeding the specified load is calculated. 

The relative ease with which one can derive the reliability function via the Monte Carlo Method, once 
a  sufficiently  large  sample  of  initial  imperfection  measurements  on  nominally  identical  shells  is 
available, will be illustrated by considering axisymmetric imperfections. Having N realizations of the 
measured imperfections 
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m
(m)m w(x) x

W(x) A cos i (m 1,2,...,N)
π

= = =∑  i
it L

9‐5 

One  calculates  first, by  taking  “ensemble  averages”,  the  estimated mean of  the Fourier  coefficients 
(m)
iA  

=m 1N

and then the estimated variance‐covariance matrix 

= ∑
N

(e) (m)
i i

1
A A   9‐6 

N
(e) (m) (e) (m) (e)

j jjk k
m

1
A A A A

N 1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ∑   9‐7 k

1=
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Since  (e)
jkσ  is a non‐negative symmetric matrix, therefore it can be decomposed as a product of lower 

and upper triangular matrices by Cholesky’s decomposition [10]. 
T(e)

jk C C⎡ ⎤σ =⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
  9‐8 

Next the vector { }A  of the simulated initial imperfections is obtained as follows  

{ } { } { }(e)A C r A= +⎡ ⎤⎣ ⎦   9‐9 

where 

{ }(e)A   = estimated ʺmeanʺ Vector 

= random vector 

 are normally distributed random numbers with zero mean and unit variance generated by the 
computer. 

Taking,  for example, 1000 different r’s, one gets 1000 different A’s,  that  is different simulated shells 
with  the A’s as  the Fourier coefficients of  the  initial  imperfections. For each of  the “created”  initial 
imperfections one  then carries out a deterministic buckling  load calculation generating  the buckling 
load histogram of the group of shells under consideration shown in Figure 9‐21. Having defined the 
reliability function as the probability that the buckling load

{ }r  

The r’s

 R( )λ     Λ  will exceed the prescribed value 
one  then proceeds  to  calculate  from  the histogram of  the buckling  loads by  the  frequency 

interpretation (i.e. fraction of an  le) yielding the dots shown in Figure 9‐22. The accuracy of the 
Monte Carlo Method  can be  seen  in  the  close  coincidence with  the  solid  curve which  represents  a 
closed form solution  in terms of error functions for the same case published by Roorda and Hansen 
[11]. 

λ   R( )λ  
ensemb
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Figure 9‐21: Histogram of the nondimensional buckling loads [12] 

 

‐22: Comparison of analytical reliability function [11] with Figure 9 results of 

  feas ons  using  the  data  of 
experimental imperfection surveys assembled in the Imperfection Data Bank at the Delft University of 
Technology has been demonstrated by Elishakoff and Arbocz for both axisymmetric [12] and general 

9.6.6 Conclusions 
Because  it  is simple  to apply and since  for many cases  it provides a safe and reliable buckling  load 
prediction  the Lower Bound Design Philosophy will continue  to be widely used also  in  the  future, 

ctures  is  of  no  dominant 

Howe on invaryingly seems to lead to thin‐walled configurations whose 
buckling  loads  are  affected  by  initial  imperfections,  therefore  one  can  expect  that  the  interest  in 
developing improved design procedures will continue to occupy the scientific community. These new 
approaches  leading  to  possible  improvements  in  our  buckling  load  prediction  capability  for 

e better 

is e atory 
scale structures and the usefulness of establishing Initial Imperfection Data Banks is being recognized 
by more and more investigators. For instance, this attitude has been adopted by the recent POSICOSS 

 an

Monte Carlo simulation [12] 

The ibility  of  using  the Monte  Carlo Method  to  derive  reliability  functi

asymmetric imperfections [13]. 

especially  for  standard  applications  where  the  total  weight  of  the  stru
concern. 

ver, since structural optimizati

imperfection sensitive structures will  require  in all cases extensive and  the more detailed  th
knowledge of the actual imperfections that are present in the real structures. 

It  ncouraging  to see  that  the need  for detailed  imperfection surveys on  full scale and  labor

[14] d COCOMAT [15] projects, respectively. 
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Th ea of generating reliabilite id y functions via the Monte Carlo Method which display the degrading 
effect on  the buckling  load of  the expected  initial  imperfection distribution characteristic of a given 
fabrication process, seems  to offer  the means of combing  the Lower Bound Design Philosophy with 
the notion of  process, which produces inherently a 
less da ing  of the low experimental 
results erates  a  more  damaging 
characteristic imperfection distribution. 

Looking into the future, it is to be expected that the existence of extensive data on characteristic initial 
imperfection distributions classified according  to  fabrication processes,  the availability of  improved 
versions  of  the  present  generation  nonlinear  structural  analysis  codes,  the  probabilistic  stability 
approach via the reliability functions and the greatly increased computation speed offered by the so‐
called super u  finally result in a series of improved design recommendations which will 
incorporate  te tical findings and make them routinely accessible to the designers. 
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10 
rical analysis Modelling aspects of nume

10.1 Introduction 
The Finite Element Method  is  the main modelling  tool when analyzing a practical  structure.  In  the 
present  chapter  the  use  of  the  Finite  Element  method  and  the  numerical  procedures  applied  to 
perform a bu ng buckling analysis are described in a more or less qualitative manner with a 
focus  on  sp a l  background  of 
performing  buckling  and  post‐buckling  analyses  is  discussed  in more  detail  in  Chapter  6  of  the 
handbook. 

First  of  all  ve nned  Finite  Element  buckling 
analysis  in    kind  of  information  is  needed  to  gather  (geometry, material  properties, 
boundary  co ions   as  output  (deliverables  like  mathematical 
models,  rep  … nd  of  task  or work package. All  activities  to  be 
performed ween 
planning, costs and te

In  the  present  handb sable 
engineering approach ed nonlinear buckling analysis is performed. This hierarchical 
approach  is described  in Chapter 11. Central  in  the hierarchical approach  is  the  identification of an 

  methods are available. Typically, 
e te  the  idealized  structure.  The 

rac  Section 10.2. The subsequent 

10.2 Semi-analytical models - shooting method and finite 
difference method 

10.2.1 Overview
Starting from the governing partial differential equations for a specific shell theory (see Chapter 17), 
the se ana odels  for shells of  revolution correspond  to ordinary differential equations  for 
the meridian at are used to solve the 
resulting ord
edges) can b

a. The Sh

b. The F

ckli  or post‐
ace  pplications  (spacecraft,  launch  vehicles,  etc.).  The  theoretica

it  is  ry  important  to  consider  the  objectives  of  the  pla
terms of what 
ndit ,  loads,…)  and  what  is  expected
orts, ), mostly  laid down  in  some  ki
 within  the  frame  of  a work  package  are  to  be  arranged  to  achieve  a  balance  bet

chnical output.  

ook,  the  use  of  a  hierarchical  analysis  is  considered  to  be  an  indispen
 when a complicat

idealized structure for which analytical and semi‐analytical solution 
for  spac craft  and  launch  vehicles,  shells  of  revolution  constitu
cha teristics of the corresponding semi‐analytical tools are described in
sections focus on aspects related to the Finite Element modelling.  

 

mi‐ lytical m
 direction of the shell of revolution. The numerical approaches th
inary differential equations (with the corresponding boundary conditions at the two shell 
e divided into two main groups: 

ooting Method (Numerical Integration) 

inite Difference Method 
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10.2.2 Description of the numerical methods 
The Finite Difference method  is based on  the  reduction of  the  continuum  to a  system with a  finite 
number of d titution of algebraic expressions for 
the unknow s. These  expressions  contain  function values at discrete 
points. For t nce expressions, a Taylor series expansion can be used. The 
approach results in uations that can be solved using the techniques available from 
linear  algebra There   between  Finite  Difference  procedures  and  Finite 
Element procedures.  Finite Difference  equations  can  be  interpreted  as  stiffness  relations. A  typical 
representativ  th shell analysis is BOSOR 4 [1]. 

The  Shootin numerical  integration  of  the  governing  ordinary differential 
equations by an lvers. In the Shooting Method [2], an inhomogeneous boundary 
value problem is converted into a sequence of initial value problems which are solved by numerical 
integration  using  standard  routines.  Guesses  for  the  unknown  boundary  values  are  iteratively 
adjusted  until  all  prescribed  boundary  conditions  are  satisfied.  In  this  way,  the  boundary  value 
proble has   of  a  system  of  (nonlinear)  equations  for  the  unknown 
bound  va s of two steps, which can be repeated 
in an iterativ
principle obtained
initial  value   shell  into  an  assemblage  of  shell  segments.  In  this 
modification lt  of the solutions is then controlled by dividing the range 
of integratio o  ive of the numerical integration 
programs is   [3

In  the thod  the  governing  equations  are  typically  converted  to  sets  of  first‐order 
differential  equations  and  solved  through  the  use  of  standard  integration  routines,  based  on  for 
instance  the  Runge‐Kutta  method  or  Adams‐Moulton  method.  In  Finite  Difference  analysis  it  is 
convenient  to  reduce  the equations  to  first‐order or  second‐order equations before  constructing  the 
Finite Difference expressions.  

The  programs  based  on  the  Shooting Method  are  closely  corresponding  to  traditional  analytical 
approaches.  Eigenvalue  calculation  can  be  done  by  using  determinant  plotting  [4]  or  using mode 
iteration [3]. Depending on the formulation of the shooting method, a closer connection with matrix 
formulation  is  possible.  The  programs  based  on  Finite  Differences  immediately  lead  to  matrix 
formulation, and the standard tools that are available in matrix formulation (as they are also exploited 
in a Finite Element formulation) can be applied.  

10.2.3 Capabilities and scope of the programs 
By application of the Shooting Method or the Finite Difference Method, very accurate solutions can be 
obtained for the given sets of two‐point boundary value problems. The most advanced versions of the 
programs based on numerical  integration and  finite differences  should have  the  following analysis 
capabilities,  

a. linear static analysis 

b. eigenvalue / buckling analysis 

c. (fully) nonlinear static analysis  

d. asymptotic / b‐factor analysis 

e. nonlinear fundamental / prebuckling state 

f. inclusion of plasticity 

egrees of freedom. The reduction is achieved by subs
n  functions and  their derivative
he derivation of Finite Differe

 a set of algebraic eq
.    is  a  close  correspondence

e of e Finite Difference programs for 

g Method  is  based  on  the 
 me s of initial value so

m    been  reduced  to  the  solution
ary lues. Thus in general, the shooting procedure consist

e procedure until convergence has been achieved. For linear problems, the solution is in 
  in one  step. To  avoid  the numerical problems  caused by  a  rapid growth of  the 

  solutions,  one  can  break  the
, Mu iple Shooting, the growth
n int a number of smaller intervals. A typical representat
SRA ]. 

  Shooting  Me
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g. asymmetric loading, live pressure loading 

and should include the following aspects,  

 anisotropic material 

 shape  

es along the meridional direction, shell branching 

• discrete rings 

• smeared stiffeners 

• various boundary conditions at the edges (including a general elastic constraint)  

10.3 Finite Element Model 

10.3.1 Finite Element Model Generation 
 the finite element or mathematical model of a shell structure to perform a stability 

 analytically the strength requirements posed to that shell structure is of 
 dependent on the development phase (A, B or C) and available budgets allocated to 

the  (space)  project.  Even  the  computing  resources  within  the  company  or  institute  should  be 
 The  technical contents should be  in balance with  the  financial and planning constraints. 
  phases  should  follow  the  hierarchical  approach which  is  discussed  in more  detail  in 

chapter  11.  Do  not  start  in  the  early  phase  of  the  project  with  too  detailed  finite  element  or 
mathematical models. In the course of the project one should increase the level of details to cover as 

  the  design  aspects,  geometry,  material  properties,  load  application,  boundary 
conditions, initial imperfections, post buckling, thermal effects, etc.  

e  FEMAP, ABAQUS/CAE,…) are applied to generate 

One should always  remember  that  the mathematical  idealization  (finite element model)  is always a 
compromise of the reality! 

10.3.2 Finite Element Model Element Mesh 
l”  finite  element  mesh  to  be  used  during  the  buckling  analyses  is  based  on  previous 
  studies  to  assure  that  the  expected  buckling  modes  (wavelengths),  expected  stress 
s, expected non linear material effects (e.g. plasticity in local areas) can be analysed in an 

adequate manner. The chosen detail of  the  finite element mesh, consisting of 0‐D, 1‐D, 2‐D and 3‐D 
nite elements  should be based upon  studies using “simple” axial‐symmetry modelling  techniques 

applying  the  finite difference method  (in house programmes, BOSOR4, …) and  in sequence an axi‐
symmetric finite element model as an upbeat to the (final) finite element model which represents the 

 holes).  

10.3.3 Selection of Finite Elements 
The selection of the type of finite element depends upon experience of the analyst and the application 
of  a  finite  e   of  the  structural  elements  (bar,  plate,  shell, 

h. vibration analysis  

• orthotropic material /

• general meridional

• discontinuiti

The size (details) of
investigation in order to verify
course strongly

considered.
The  project

well  as  possible

Pr ‐processing programmes (e.g. MSC.PATRAN,
the finite element model in an economical way. 

The  “fina
convergence
concentration

fi

real structure (with

lement  software  package  and  of  course
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machined pa )   be analysed. It is good to read literature about 
the development of k studies frequently published by 
NAFEMS. 

Shell s ctu ts by applying shell or plate elements, however, 
the  trend  be of  easy  transfer  from CAD  parts  to  the  pre‐
processor  of  the  finite  element  programme.  It  is  an  easy  task  to  fill  transferred  solids  with  an 
enormous number of  solid  elements  such  that  computer  resources  are not  sufficient  and  long wall 
clock  times  can  be  expected. This  is not  a very  good  approach  the  analysis  trade‐offs. Besides  the 
aspect  ratio o numerical  problems  during  the 
analysis. 

Ring frames to stiffen the shell structure, can be modelled by beams with or without off sets to limit 
the  number  of  elements,  however, more  and more  shell  and  plate  elements  are  used  and  off  set 

i o the finite element model.  

ke the ring frames. 

gs  using plate or shell elements, however, more and more solid elements 
 us

The coupling between solid and shell and beam finite elements should be done very carefully because 
nodes  in solid elements represent 3 degrees of freedom while the nodes  in beam and shell elements 
represent  5‐   If  the  coupling  of  degrees  of  freedom  is  not  treated  properly 
mechanisms  in  the  finite  element may  jeopardise  the  numerical  procedure  of  the  stiffness matrix 
“inversion”. 

It is difficult to provide detailed guidelines for the finite element analyst to set up a finite element or 
mathematical model to perform buckling analysis. Besides this buckling handbook company and on‐
job experiences can be used. 

10.3.4 Finite Element Model Boundary Conditions 
The  structural  component  for  which  a  buckling  load  prediction  has  to  be  made  to  establish  an 
allowable load to be compared with the actual loads is, in general, a load carrying part (probably the 
primary structure) of that structure (e.g. central cylinder of spacecraft, fuel tank of stage of a  launch 
vehicle). This  structural part  is  extracted  from  the  structural  subsystem  and  converted  into  a  finite 
element model and the adjacent structure is simulated either by kinematics constraints or the adjacent 
structure  is  represented by  simplified  finite  element models. The  application of  adjacent  structures 
and boundary conditions are mostly prescribed (specified). 

10.3.5 Finite Element Model Load applications 
The number of design  loads and combination of design  loads can be minimized by deriving worst 
case loads, enveloping most of the load combinations. The design load cases are mostly delivered to 
the analyst.  

This load specification is, in general, translated in running loads for the normal load, bending moment 
and shear force. In addition to that uniformly distributed mechanical loads and thermal loads can be 
applied. Discrete load is distributed over a representative area.  

Fluid inertia loads depends upon the gravity factor and is treated in a static analysis as pressure loads. 

The  loads  are  treated  as dead  (conservative)  loads  or  follower  forces  (pressure  stay  normal  to  the 
surface). In general, dead loads will do! 

rt,… used in the design of the structure to
 finite elements (e.g. MacNeal [5]) and benchmar

tru res should be idealised into finite elemen
comes  to  apply  solid  elements,  because 

  of  s lid  elements  in  shell  type  structures  can  cause 

character stics are automatically incorporated int

Stringers to reinforce shell structures can be modelled li

Rin  are in general modelled
are ed.  

6  degrees  of  freedom.
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10.3.6 Implementation of discontinuities in the finite element model 
ucture is never a perfect monocoque structure where the neutral plane for bending 

ne is varying due to, for example: 

a. Ring/shell connections 

part from another structural part is mostly incorporated in the finite element 
ery stiff elastic elements. These artificial off sets may 

  temperature  gradients  are  to  be  applied  the 
introduction  of  rigid  elements  will  probably  cause  erroneous  results  if  no  thermal  expansion  is 

tion of mechanical  and  thermal  loads  should be handled 

 foolish but representing your structure using only solid elements will encompass 
scontinuities in the neutral plane. 

Neglecting  bolt  or  rivet  connections  may  result  in  too  stiff  finite  element  models.  This  can  be 

eck 
n practice  that a  finite  element or mathematical model  representing  the  structure  to be 

pplying more or less standard checks.  

e  in  the pre‐processor used  to  generate  the mathematical 
 surfaces and boundaries, duplicate elements, normals, connectivity, the 

 etc. 

lement package additional checks can be done to investigate for hidden contraints. 
analysis  yields  normally  6  rigid  body  modes.  If  there  are  less,  not  expected 

there are more, unwanted mechanisms are introduced in 
the mathematical model. The hidden constraints can also be detected in static way calculating the 6x6 
rigid body strain energy matrix.  

The thin walled str
is not changing. In real life structures the position of the neutral pla

b. Stringer shell connections 

c. Ring frame shell connections 

d. Reinforcements around man holes 

e. Rivets and bolts 

Off setting a structural 
model applying  rigid body elements or with v
jeopardize  the  nonlinear  analysis.  In  case  when

allowed  in  the  rigid  elements. A  combina
very carefully.  

It sounds a little bit
problems with di

investigated analyzing detailed sub models representing the connected parts. 

10.3.7 Finite Element Model Ch
It  is  commo
analysed, is verified a

At  first many  checks  can  already  be don
model; e.g verification of free
shape of the 2D and 3D elements,

Running the finite e
A  free‐free  modal 
displacement contraints are applied, and if 

[ ] [ ] [ ][ ] [0
2
1

=ΦΦ= R
T

R KU  ] , 

where is the matrix of strain energies,  [ ]U     [ ]RΦ is the matrix of 6 rigid body modes with respect to a 

selected position, and is the stiffness matrix. 

Another very powerful mathematical model check is the stress‐free thermo‐elastic deformation check. 
This  check  verifies model  adequacy  to  perform  thermal  stress  analysis  and  can  be  used  to  find 
artificial stiffness  introduced  in  the model. Typically an  isothermal expansion analysis  is performed 
with statically determined boundary conditions. All  the  thermal coefficients of expansion as well as 
Young’s  and  Poisson’s moduli  are  changed  to  a  single  value  of  a  dummy  isotropic material  (e.g. 
aluminium alloy). A uniform  temperature  increase  is applied  to  the model.  If  the model  is “clean”, 
there should be no rotations, reaction loads, element forces, or stresses. 

  [ ]K  
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It  is  the  responsibility  of  the  analysts  to  mimize  as  much  as  possible  potential  errors  in  the 
mathematical model. 

The density of the mesh of the mathematical model should be capable to describe adequately buckling 
modes dependent upon waves in circumferential and longitudinal directions. This mesh adequacy to 
describe  sufficiently  accurately  buckling  modes  can  be  tested  for  example  with  axi‐symmetric 
mathematical models (e.g. BOSOR 4). That means the convergence studies should be done using less 
complex solvers like BOSOR 4 and others. 

10.4 Thermo-Mechanical Loading 
For  thermo‐mechanical  buckling  analysis  the  distribution  of  the  temperature  field  all  over  and 
through  the structure  is necessary. For space applications  the  temperature distribution  is calculated 
with special purpose thermal analyzers based on the lumped parameter method (LPM), e.g. ESATAN, 
SINDA, etc.. Due to the highly nonlinear character of the thermal analysis (temperature to the power 
4), in general, the m atic dels for t alyse  courser than the structural finite 
element  representa f  the ure. He istr ution  obtained  by  the LPM 
programme should the struc lemen el. he SINAS programme (ESA 
development), based o   the p e  aver res e convenient  to perform such a 
temperature  interpolati n. On h r han atu ution can be calculated by  the 
finite element method using a te  el.  h ge of using the finite element 
method for both the thermal a ctural analysis is that no temperature interpolation is needed. 

The temperature fi  therefore the same 
rocedures to calculate the stability characteristics of structures can be applied.  

10.5 Recommended Numerical Procedures 

10.5.1 Overview 
It is very difficult to say which numerical procedure should be used to solve the equilibrium equation 
of a nonlinear system. The application of certain numerical procedures is strongly dependent on the 
type of problem that has to be solved, for instance 

a. Linear pre‐buckling analysis 

b. Nonlinear pre‐buckling analysis 

c. Bifurcation analysis 

d. Post‐buckling analysis after the introduction of artificial or real measured initial imperfections. 

 Load Application 
For  line  the  load application is very clear. The maximum  load or 
combin sponses calculated.  

athem al mo he thermal an s are
tion  o   struct nce,  the  temperature d ib
 be depicted on  tural finite e t mod  T

n rescrib d age  temperatu ,  is quit
o   the ot e d  the  temper re distrib

 thermal fini element mod T e advanta
nd stru

eld can be considered to be equivalent to mechanical loads and
p

10.5.2
ar structural finite element analysis
ation of loads will be applied and structural re
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 λ
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1λ
2λ

nλ

Linear analysis

Nonlinear 

 

Figure ‐1: Load displacement 10  diagram 

However, the path of equ (re se) for a nonlinear responding structure 
is not a straight line as ill  in h  be an occasion where the applied load 

will be beyond the pa li  th  will diverge. To prevent this, the arc‐
length or continuation me iks m ill be used. 

The  same  phenomena  c   al nforced  displacement   Again  this  is 
lustrated in Figure 10‐1. 

e ation Schemes 

 can start, usually an incremental solution procedure is adopted to trace 
the entire response of  the structure. Using  the  incremental method  the external  load  is applied  in a 
sequence of load increments which are small enough for the structure to be assumed to be responding 
linearly with each increment [6]. Due to the nonlinear nature of the equilibrium equation to obtain the 
equilibrium state within an incremental load step incremental displacement iteration steps have to be 
done. Amongst many other  iteration  schemes  the most well known  iteration  schemes used  are  the 
following (see illustration in Figure 10‐2): 

a. Standard Newton‐Raphson iteration scheme (NR) 
It is usually very expensive to apply the NR iteration scheme because after every iteration step 
the tangent stiffness matrix is assembled and factorized. The typical convergence properties are 
shown in Figure 10‐2. 

b. Modified Newton‐Raphson iteration scheme (mNR) 
The mNR  iteration scheme differs from the NR  iteration scheme  in that the stiffness matrix  is 
only  updated  and  factori casionally.  The  typical  convergence  properties  are  shown  in 
Figure 10‐2. 

c. Quasi‐static Newton iteration scheme (QN) 
The basic  idea of  the QN  iteration  scheme  is  a good  approximation  for  the  tangent  stiffness 
matrix  modifying  the  previous  factorized  tangent  stiffness  matrix.  Refactorization  of  the 
updated  stiffness matrix  can  be  avoided.  The  typical  convergence  properties  are  shown  in 
Figure 10‐2. 

ilibrium  lation load versus respon
ustrated  Figure 10‐1. T ere might

λ   th of equi brium. Hence e solution
thods (R , Crisfield, Ra m, etc.) w

an  occur so  when  applying  an  e u .
il

10.5.3 It r
Because  of  the  nonlinear  nature  of  the  equations  of  equilibrium  to  achieve  the  pre‐buckling  state, 
before the bifurcation analysis

zed  oc
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d. Newton‐Raphson iteration scheme with artifi ial damping (NR with damping) 
Sometimes NR calculations may not converge in the post‐buckling area. The use of additional 
artificial damping helps to overcome this problem. However, one has to be careful with the size 
of  damping.  A  short  parametric  study  for  the  determination  of  the  appropriate  value  is 
recommended. 

It is a good thing to study the “Theoretical and User’s Manual” of the finite element programme used 
t  to run simple demonstration problems 

provided  either  by  the  finite  element  programme  software  supplier  or  benchmarks  provided  by 
NAFEMS or both. 

c

in order  o find out what the default settings are. It is advised

 

nu1δ  

nu1δ  nu1δ  
nu0δ  1−nu  

1−nu  

nu∆  
nu∆  

nu0δ  

nu0δ  1−nu  

nu∆  

Newton-Raphson 
method 

Modified Newton-
Raphson method 

Broyden-
Fletcher—
Goldfarb-Shanno 
(BFGS) Quasi-
Newton method 

 

Figure 10‐2: Iteration methods [6] 
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10.5.4 Convergence Criteria 
The experience is that the finite element software supplier provides many criteria which indicate the 
solution  step has  been  converged. The default  settings with  the  finite  element programme used  is 
mostly investigated in great depth and therefore it is advised to use these default settings.  

It is always good to read some background information about these convergence settings within your 
standard finite element programme and to play around with it. 

10.5.5 Estimation of Bifurcation Points 
The  estimation  of  the  bifurcation points  to  investigate  the  load  carrying  capability  of  the  buckling 
sensitive structure should be done in a very systematic manner. The finite element model idealization 
of the structure has already been checked for suitability for buckling analysis (mesh density, boundary 
conditions,  load application, material properties, etc.). The analysis of the  lowest bifurcation point  is 
illustrated in Figure 10‐3. 

( )λtK  

Linear analysis 

Non-linear analysis 

Bifurcation point 

Load increment 

( ) ( )λλλ tt KKK −∆+=∆  

λ  

λ∆  

u  

Point of 
linearization (pre-
buckling load) 

 

Figure 10‐3: Analysis approach of bifurcation point (typically shell structures) 

The engineer’s starting  will be the classical linear bifurcation point analysis to estimate the order 
of magnitude of the l g load. The magnitude of the pre‐buckling load has no influence on 
the  linear buckling analysis  result. This  linear buckling  load  is used as a point of orientation  in  the 
sequential  nonlinear pre‐bucking  analysis  followed  by  the  bifurcation  (eigenvalue)  analysis.  It  is  a 
good  practice  to  pe   nonlinear  pre‐buckling  analysis  applying  a  load  or  a  set  of  loads 
simultaneously  or  s lly  up  to  80%  of  the  linear  bifurcation  buckling  load.  During  the 
bifurcation analysis step maximum applied  load

 point
owest bucklin

rform  a
equentia

  the    λ   is  incremented by λ∆ . The  tangent stiffness 
matrix  increment  K∆   is  used  as  “geometrical”  stiffness  matrix  in  the  eigenvalue 
problem ( ){ }[ ]{ }=φK { }0∆+ γλK . To  achieve  the  lowest buckling  load  the  load  is  incremented 

y  where is the lowest eigenvalue. It is a good practice to increase the maximum load 
as  close  as  possible  to  the  bifurcation  point.  Restart  procedures  can  be  applied  to  reduce 

omputation time (wall clock time) to continue the analysis after the last load step.  

λ  
λγ ∆min ,   minγ  

 
b
λ
c
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10.5.6 Post-Buckling Analysis 
Koiter  [7]  showed  in  his  PhD work  (1945)  the  significant  influence  of  initial  imperfections  on  the 
buckling  load. The  theoretical aspects of his work will not be discussed  in  this Buckling Handbook. 
The  interested  reader  should  consult  Chapter  3  of  Ref.  [8]  or  Chapter  2  of  Ref.  [9]  for  a  short 
introduction  to  Koiter’s  imperfection  sensitivity  theory.  The  sensitivity  of  the  buckling  load with 
respect  to  initial  imperfection can be studied by  the so‐called Koiter postbuckling  factors and 
The sensitivity analysis should be done before the detailed finite element analyses even start.  

  a   b . 

Equilibrium path 

Post-buckling analysis 

Linear analysis 

Non-linear analysis 

Bifurcation point 

λ  

u  

Limit point 

 

Figure 10‐4: Post‐buckling analysis 

To  force  the  response  of  the  buckling  sensitive  structure  in  the direction  of  the  bifurcated path  of 
equilibrium  (see Figure 10‐4)  initial  imperfection (manufacturing signature)  is added  to  the nominal 
geometry of the structure. This can be done in two ways: 

a. The shape initial imperfection is build up from a combination of the lowest and lower buckling 
modes. The amplitude of the imperfection is in case of thin walled shell structures proportional 
to the wall‐thickness of the shell; e.g. 10%‐100% or more. For a start 50% is a good number. 

b. If possible the measured initial imperfections is applied (see also Chapter 9). 

transformed  to  limit points
 imperfection size sensitivity. 

10.6 Allowable Buckling Load 
To verify a stability capability of the (thin‐walled) structure under compression and thermal loads the 
allowable buckling load (stress distribution) is compared with the occurring stress distribution caused 
by the applied design (limit) loads. In general a positive margin of safety (MoS) is achieved. The MoS 
value is defined by the following equation 

In general  initial  imperfections should be added  to reflect  the  likely manufacturing signature of  the 
real structure.  In doing so, bifurcation points are  , but  these can be very 
“sharp” because of the small
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where  the  factor of safety  is  indicated by FoS. For  the applications of  the  factors of safety  (FoS)  the 
interested reader should consult the standard ECSS‐E‐ST‐32‐10. 

The crucial parameter  in  the verification process of  the  loaded structure  is  the determination of  the 
allowable (compression) load. 

The allowable buckling load depends on the type of stability analysis (see Figure 10‐5): 

a. Linear bifurcation 

b. Nonlinear bifurcation 

c. Post buckling analysis 

The uncertainties in the buckling analysis approach are expressed in an associated FoS corresponding 
to  the  type  of  analysis.  It  is  clear  one  strives  to  calculate  the  allowable  load  by  applying  a  post 
buckling analysis depending on the kind and magnitude of the  initial  imperfections (manufacturing 
signature), probably in combination with the Koiter postbuckling coefficients a and b. 

 
λ  Bifurcation point 

Limit point 

Allowable load 

u  
 

Figure 10‐5: Allowable load definition 

10.7 Finite Element Programmes with Buckling Analysis 

10.7.1 Overview 
In this section some of Commercial On the Shelf (COTS) available finite element software packages are 
mentioned and their capabilities with respect to nonlinear buckling analysis are briefly recalled. The 
following  (non exhaustive)  list of  finite element codes applied  in  the aerospace  industry, as well as 
research are mentioned: 

Capabilities 
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a. ABAQUS 

b. ANSYS 

c. MSC.Marc 

d. MSC.Nastran 

e. ABAQUS/EXPLICIT 

10.7.2 ABAQUS/Standard 
ABAQUS/Standard  contains  the  capability  for  estimating  elastic buckling by  eigenvalue  extraction. 
This  estimation  is  typically useful  for  “stiff”  structures, where  the pre‐buckling  response  is  almost 

The  buckling  load  estimate  is  obtained  as  a multiplier  of  the pattern  of perturbation  loads, 
which are added to a set of base state loads. The base state of the structure may have resulted from 
any  type of  response history,  including nonlinear effects.  It  represents  the  initial  state  to which  the 
perturbation  loads  are  added.  The  response  to  the  perturbation  loads must  be  elastic  up  to  the 
estimated buckling load values for the estimates to be reasonable. For more information see ABAQUS 
Theory Manual, section 2.3. 

A combination of scaled linear buckle modes can be used as geometrical imperfection for a nonlinear 
post buckling analysis. For the load increments ABAQUS offers the Riks‐Ramm arc‐length method to 
cover the instable solution during the buckling phase.  

Calculations  in  the  post‐buckling  area may  not  converge  if  the Newton‐Raphson method  or  Riks 
method is applied. ABAQUS offers the Newton‐Raphson method with artificial damping (STABILIZE 
command) which helps to overcome this problem (cf. Section 10.5.3). 

10.7.3 ANSYS 
The Finite Element Code ANSYS can be used  for  linearized and nonlinear buckling analyses. Block 
Lanczos  and Subspace  eigenvalue  algorithms  are  available  for  the determination of buckling  loads 
and  related modes.  For  non‐linear postbuckling  as well  as  snap‐through  analyses  force‐controlled, 
displacement  controlled  and  arc‐length  (Crisfield)  methods  are  available.  The  Newton‐Raphson 
method is used as solver when force or displacement control is applied. 

Geometric imperfections can easily be introduced into the model using the results of ANSYS analyses 
(e.g. buckling modes, eigenmodes).  In  this context  the  ‘upgeom’‐function allows  the specification of 
the initial deformation amplitudes. The option of an accompanying eigenvalue (buckling) analysis is 
available  in ANSYS. Additionally, ANSYS allows  the consideration of nonlinear material behaviour 
(e.g. plasticity, viscoelasticity) and contact (e.g. 3D shell) for nonlinear buckling analyses. Composite 
materials including related failure analysis (e.g. Tsai‐Wu, Puck) can also be treated with the software.  

10.7.4 MSC.Marc/MSC.Nastran 
MSC.Software offers three implicit solutions for simulation of geometric nonlinear behaviour of post‐
buckling: 

a. MSC.Nastran SOL 106 

b. MSC.Nastran SOL 600 

c. MSC.Marc 

linear. 
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For  all  three  solutions  the  post  buckling  behaviour  can  be  simulated  including  nonlinear material 
behaviour  such  as  plasticity.  For  all  three  solutions  composite material  formulation  can  be  used. 
Delamination and damage is available in Marc and SOL600 (version 2005r3).  

  linear  buckle mode  can  be  used  as  geometrical  imperfection  for  a 
nonlinear post buckling analysis. 

For  the  load  increments all  three solutions offer an arc‐length method  to cover  the  instable solution 
during the buckling phase. Following methods are available in all solutions: 

1. Crisfield 

2. Riks‐Ramm 

3. Modified Riks‐Ramm 

Crisfield with automatic switch to the method Riks‐Ramm for non‐real roots (SOL 600 and Marc only). 

Contact can be modelled in SOL 106 with Node‐to‐Node‐Contact (with Gap elements) while in Sol 600 
or Marc a free surface contact can be used for post buckling simulations.  

In addition one can use in SOL 600 and Marc damping schemes to simulate buckling instead of using 
arc‐length methods. 

Different inertial damping schemes can be used in a quasi‐static analysis for simulating post‐buckling: 

• inertial damping based on the predicted strain energy.  

• user‐scalable inertial damping may be introduced (optional, only active during instabilities).  

These damping methods can also be used in a coupled thermo‐mechanical analysis (MSC.Marc only) 
or thermal buckling (SOL600 and Marc only). 

For thermal buckling in SOL 106 the arc‐length methods can be used. 

10.7.5 ABAQUS/EXPLICIT 
ABAQUS/EXPLICIT  solves  the  equations  of  equilibrium  governing  the  dynamic  response  by  an 
explicit  integration operator, using  the explicit central difference  formula. The buckling phenomena 
can be  investigated, simulating  the dynamic of a slow buckling  test with an assigned displacement, 
which  is what often happens  in  the experimental  tests.  In  this way,  the dynamic analysis  is able  to 
follow the curve of the reaction force versus the imposed displacement in the post‐buckling field. The 
dynamic analysis does not require any particular additional input. In particular, the integration time 
step  is  automatically  computed  by  the  code,  and  the  value  of  the  buckling  loads  does  not  result 
sensitive to the artificial stiffening parameters and to the structural damping. 

 scheme and solution 
procedure 

10.8.1 Guidelines to select a solution scheme 
In  this section some guidelines  to select solution schemes are provided. These guidelines are partly 
taken from [10]. For additional  information the  interested reader should consult References [11] and 
[12]. 

In  SOL600  and Marc,  a  scaled

10.8 Guidelines to select a solution
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Table 10‐1: Guide to select solution scheme 

Solution Scheme  Use when …  Remarks 
Linearized buckling  a. Analyzing  thin walled  structures  Tends to over‐predict buck
analysis  under compression loading 

b. The  structure  is not  imperfection 
sensitive 

c. Initial  imperfections  are 
negligible 

d. Only  the  shape  of  the  buckled 
configuration  is  required  for  the 
buckling  load  and  the  actual 
displacements 

e. No post buckling is required 

f. The material response is elastic 

ling 
load 

Linearized buckling 
analysis with preloading 

g. Analyzing  thin walled  structures 
under compression loading 

h. Initial  imperfections  are  not 
negligible 

i. Only  the  shape  of  the  buckled 
configuration  is  required  for  the 
buckling  load  and  the  actual 
displacements 

j. No  postbucklng  information  is 
required 

• Preload  should  be 
applied  using  non‐linear 
analysis 

• The  closer  the preload  is 
to the actual critical load, 
the  more  accurate  the 
buckling load 

Arc‐length method  k. Limit  points  exist  along  the 
equilibrium path 

l. Plasticity may be present 

m. Post  buckling  information 
required  

• Solution  will  tend  to 
oscillate  around  a 
bifurcation point 

• Bifurcation  points  may 
be  removed  by  the 
introduction  of 
imperfections,  usually 
introduced  as  scaled 
mode  shapes  obtained 
from  previous 
eigenvalue  analysis, 
either linear or nonlinear 

• May  still  encounter 
convergence  difficulties 
in  the  presence  of  sharp 
limit points 
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10.8.2 Guidelines for the solution procedure 
The  following guidelines  to perform a buckling analysis were veloped during a design review of 
the VEGA interstage  The step by step analysis approach is defined as follows: 

a. Apply  or  incorporate  specified  forces  (Normal  force,  bending  moment,  shear  force)  and 
specified  boundary  conditions  or  adjacent  structures  in  the mathematical  or  finite  element 
model.  

b. Perform a linear (linearized) buckling analysis to establish the upper bound of the buckling load 

c. Perform a nonlinear buckling  (bifurcation) analysis and determine  the  lowest buckling mode 
close to the bifurcation point. This mode may indicate the most critical (worst) direction if holes 
weaken the structure. 

d. Apply  besides  the  normal  load  the  shear  load  and  the  bending  moment  in  the  most 
sensible/critical direction. Rerun  the nonlinear  buckling  analysis  and determine  the  buckling 
modes associated with the lowest buckling eigenvalues.  

e. Repeat  the previous  step d.  for  two other  lateral directions, however, closely  to  the direction 
used in step d. 

f. Select  from  the  the analyses  in  the  three  lateral  load directions  the direction with  the  lowest 
calculated bifurcation load. 

a d the
buckling modes close to the bifurcation point should be calculated. 

  the  so‐called 

 de
 1/ 2 .

g. Calcul te  an   visualize  the  buckling modes  for    selected  lateral  load direction.  Sufficient 
m

λ ‐curve.  Select  from  this h. Plot  the  resulting  buckling  eigenvalues  of  step  g.  in
curve in the range  lowestλλ 2.1≤  and available buckling modes the significant buckling modes 
in  that  range  ( mn < modes  selected). Each  of  the  n   buckling modes will  be  applied  as  an 
initial  imperfection  on  the  perfect  geometry  of  the  shell.  The  maximum  imperfection  per 
buckling  mode  is  scaled  to  50%  of  the  wall  thickness.  The  scaling  factor  depends  on  the 
manufacturing process and procedures. 

i. Run the nonlinear post buckling analyses with the selected  imperfections as well as for the 
linear  ation of the imperfections again scaled to 50% (or otherwise) of the wall thickness. 
Consequently nonlinear post buckling analyse have to be carried out. 

NOTE  For  each  nonlinear  buckling  or  post  buckling  analysis,  it  has  to  be 
checked  that  the maximum  stress  just  before  the  bifurcation point  and 
limit point does not exceed the yield limit (only metallic structures) of the 
material. If the yield limit is exceeded, the material nonlinearity has to be 
included into the buckling analysis. 
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11 
Strategy for hierarchical high fidelity 
analysis applied to stability analysis 

11.1 Introduction 
It is generally agreed that, in order to make the development of Advanced Space Transportation Systems 
a success and  to achieve  the very ambitious performance goals  (like every generation of vehicles 10x 
safer and 10x cheaper than the previous one), it is necessary to make full and efficient use of the technical 
expertise accumulated in the past 50 years or so, and to combine it with the tremendous computational 
power now available. It is obvious that with the strict weight constraints used in space applications these 
performance goals can only be achieved with an approach often called “high fidelity analysis”, where 
the uncertainties  involved  in a design are simulated by refined and accurate numerical models. In the 
end  the use of “high  fidelity” numerical  simulation will also  lead  to overall  cost  reduction,  since  the 

nly  the  reliability of  the  final  configuration 
needs to be verified by structural testing. 

The light‐weight shell structures used in aerospace applications are often buckling critical. The buckling 
load  calculations are usually  carried out by one of  the many  currently available  finite element based 
computer codes (e.g. [1], [2]). In order to reduce computer execution time, buckling analyses are often 
done using only the small displacement stiffness matrix K0. This approach is used, despite the fact that 
the “initial stability problem” so formulated can only give physically meaningful answers if the elastic 
solutions based on K0 (at least approximately) are identically equal to zero [3]. 

When  the  qualitative  nature  of  the  expected  behavior  is  completely  unknown,  the  stability  of  the 
structure should be investigated using the full tangent stiffness matrix KT in order to guarantee accurate 
and reliable buckling load and buckling mode predictions. In order to discover the load level at which 
KT ceases  to be positive definite  (that  is,  the  load  level when buckling occurs), a step‐by‐step analysis 
procedure is needed. 

In addition,  it  is  imperative (though often completely neglected), that at the beginning of any stability 
investigation the accuracy of the discrete model used should be checked against available analytical or 
semi‐analytical  results.  This  step  is  part  of  a  mandatory  study  needed  in  order  to  establish  the 
dependence of the buckling  load predictions on the mesh distribution used. Furthermore, as has been 
pointed out  in  the past by Byskov  [4],  if one carries out  imperfection sensitivity  investigations, which 
involve an extension of the solution  into the postbuckling response region, further mesh refinement  is 
needed since the wavelength of the dominant large deformation pattern often decreases significantly. 

Finally, whenever one is engaged in shell stability analysis it is especially important that one is aware of 
the possible detrimental effects of a whole series of factors, that have been investigated extensively in the 
late 1960s and the early 1970s. Thus for an accurate and reliable prediction of the critical buckling load of 
a real structure, one should account not only for the influence of initial imperfections (e.g., [5], [6]) and of 
the  boundary  conditions  (e.g.  [7]),  but  one  should  also  consider  the  effects  of  stiffener  and  load 
eccentricity (e.g., [8]) and the prebuckling deformations caused by the edge restraints (e.g. [9], [10]). 

analysis  and design phase will be  completed  faster  and o
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11.2 Hierarchical high fidelity analysis 
When one uses the High Fidelity Analysis approach to carry out buckling load calculations the person 
performing  the analysis  should demonstrate beyond  reasonable doubt  that  the  results obtained are 
accurate and reliable. It has been shown by Arbocz et al. [11],[12] that in order to arrive at a reliable 
prediction of the critical buckling load and to make an estimate of its imperfection sensitivity which 
can be used with confidence, one should proceed step by step from simple analytical solutions (Level‐
1) to more complex models and solution procedures (Level‐3). 

Central  in  the  hierarchical  approach  is  the  possibility  of  identification  of  an  idealized  structure  that 
corresponds to the real structure under consideration. An idealized structure is a reference model that is 
a simplification of  the  real structure under consideration but  represents  important characteristics of 
the  geometry  and  behavior  of  the  real  structure  and  for  which  analytical  and/or  semi‐analytical 
methods have been developed. 

For many practical structural components this reference model is available in a natural way. For space 
applications  (spacecraft  and  launch  vehicles),  different  types  of  shells  of  revolution  constitute  the 
idealized structures. Shells of revolution are the most complicated idealized structures that exist and 
they  form  the  idealization  of  many  important  structural  components  in  various  branches  of 
engineering. The  analysis  of  shells  of  revolution  is  therefore playing  a  key  role  in  the  hierarchical 
approach, which consists of methods at three levels of complexity. 

Level‐1 solutions use a single term double Fourier series approximation to reduce the solution of the 
stability  problem,  which  is  formulated  in  terms  of  partial  differential  equations,  to  algebraic 
eigenvalue  problems.  The  effect  of  edge  restraint  is  neglected  (one  uses  a membrane  prebuckling 
solution)  and  the  assumed  field  functions  satisfy  approximately  the  classical  SS‐3  boundary 
conditions.  This  approach  yields,  for  instance,  for  isotropic  shells  the  so‐called  classical  solution 
(Lorenz [13], Timoshenko [14], Southwell [15]). 

1.0
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This  buckling  load  is  a  repeated  eigenvalue with  a  high  degree  of multiplicity.  The  locus  of  the 
repeated eigenvalues is the so‐called Koiter circle [5]. 

Level‐2  solutions  eliminate  the  circumferential  or  y‐dependence  of  the  assumed  solution  by  a 
truncated Fourier decomposition  in  the circumferential direction. The  resulting  system of nonlinear 
ordinary differential equations is solved numerically, whereby both the specified boundary conditions 
and  the  effect  of  edge  restraint  are  rigorously  satisfied.  Thus,  with  this  approach,  the  only 
approximation used for determining the shell response is the one that represents the variation of the 
solution  in  the  circumferential direction by a  single harmonic with n  full waves, whereby a  search 
over  the  range of  integer values of n, an  ʺn‐searchʺ  is used  to establish which wave number  is  the 
critical one. The influence of the different boundary conditions can thus be investigated. 

The Level‐3 solutions are based either on a two‐dimensional finite difference (Almroth et al. [16]) or 
finite element  ([2] and  [17])  formulation.  In both cases,  if one uses  the appropriate meshes, one can 
obtain  rigorous  solutions where  all  nonlinear  effects  are  properly  accounted  for.  Thus  initially  a 
convergence  study  should  be  carried  out  in  order  to  establish  the  mesh  size  needed  to  model 
accurately the response and buckling behavior of the shell in question. 
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11.3 Flow chart 
In order to establish a strategy to handle buckling phenomena, the steps in Figure 11‐1 are proposed. 
The  logic will be given as a  flow  chart,  to  emphasize  the  importance of  sequence. The hierarchical 
approach is reflected in the items 3, 4, and 5 of the flow chart. The flow chart is further explained in 
the subsequent sections. 

 

Figure 11‐1: Flow chart for high fidelity analysis 
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11.4 Description and General Guidance 

11.4.1 Overview 
In  this  section,  the  flow  chart  showing  the  strategy  for nonlinear buckling  analysis  is described  in 
more detail.  

11.4.2 Definition of the Problem 
a. Structural characteristics 

b. Boundary Conditions (kinematical, statical) 

c. Load Types (Point loads, distributed loads) 

d. Estimation of structural load carrying behaviour (membrane, bending, …) 

e. Material behaviour (isotropic, anisotropic, nonlinear elastic, inelastic, …) 

11.4.3 A Priori Determination of Possible Failure Modes 
a. Structural bifurcation (classical buckling) 

b. Nonlinear effects 

c. Material bifurcation 

a. Definition of idealized structure: Analytical Model, Semi‐analytical Model, and Finite Element 

b. Definition of Finite Element Model  

ytical Solution, Semi-Analytical Solution, and Finite Element 
Solution of Idealized Structure 

• Clear assumptions to consider potential restrictions during interpretation and assessment 

• Which phenomena should and can be considered 

11.4.5.1 LEVEL 1 – Analytical solution of idealized structure 

1. Fourier series discretization – analytical solutions 

2. See also Chapters 15, 16 and 17 for specific structural elements 
At the Level‐1, methods based on series expansions (trial function methods) are used. The two 
most  commonly  used methods  are  the  Galerkin method,  which  starts  from  the  governing 
differential equations, and the Rayleigh‐Ritz method, which starts from an energy expression. 
Sets  of  algebraic  equations  are  obtained.  Often  simple  support  boundary  conditions  are 
assumed, in combination with a membrane prebuckling state. 

(a) Theory 

11.4.4 Definition of the Strategy and Mathematical Model 
 

Model of idealized structure 

11.4.5 Anal

• Clear selection of the chosen parameters 

• Check of formulas used 
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(b) Results 
(1) Buckling load charts (eigenvalue maps) 
(2) Prebuckling, buckling and postbuckling modes 

(c) Imperfection Sensitivity Studies 
(1) Single axisymmetric imperfection 
(2) Single asymmetric imperfection 
(3) Multimode imperfection 

(d) Effect of Parameter Uncertainties 

(e) Limitations 

11.4.5.2 LEVEL 2 – Semi-analytical solution of idealized structure 

1. Fourier  series  in  one  direction  (circumferential  direction),  numerical  discretization  in 
second direction (meridional direction) – Semi‐analytical (analytical‐numerical) solutions 
for axisymmetric structures 

2. Nonlinear analysis using shell of revolution codes like BOSOR, SRA or similar codes 

3. See also Chapters 15, 16 and 17 for specific structural elements 
At the Level‐2, a one‐dimensional discretization is obtained after a Fourier decomposition in the 
circumferential  direction  of  the  shell  has  been  carried  out.  Very  accurate  solutions  can  be 
obtained,  including  the  effects of boundary  conditions  and  a nonlinear prebuckling  state, by 
solving  the  resulting  sets  of  ordinary  differential  equations  for  the  meridional  direction 
numerically by means of the Shooting Method or the Finite Difference Method (see Ref. [18]). 
These solutions form reference solutions for the Finite Element model of the idealized structure. 
When the Finite Element results of the idealized structure are in satisfactory agreement with the 
results of the Level‐2 analysis, the Finite Element model of the real structure can be developed on 
the basis of the Finite Element model of the idealized structure. This can be seen as an essential 
first step in the development of the Finite Element model of the real structure.  

(a) Theory 

(b) Results 
(1) Buckling load charts 
(2) Prebuckling, buckling and postbuckling modes 

(c) Influence of Boundary Conditions 
(1) Classical boundary conditions 
(2) Elastic boundary conditions 

(d) Refined Imperfection Sensitivity Studies 
(1) Single axisymmetric imperfection 
(2) Single asymmetric imperfection 

(e) Correlation with Level‐1 results 

(f) Limitations 

11.4.5.3 LEVEL 3 – Finite Element solution of idealized structure  

1. Two‐dimensional numerical discretization 

2. Refined nonlinear analysis of the idealized, axisymmetric structure using codes for shells 
with general shape like STAGS, ABAQUS etc. 
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3. See also Chapter 8 

4. See for further details Subsection 10.3 

(a) Theory 

(b) Finite Element Model Development including Element Selection 

(c) Mesh Convergence Studies 

(f) Correlation with Level‐2 results  

  –  Idealized  structure”  results 
with  the  LEVEL‐2  results  is  satisfactory  should  one  proceed with  the 
execution of the Finite Element analysis of the real structure (“Level‐3 – 
Real structure”). 

11.4.6 Finite Element Analysis of the Real Structure 
a. Two‐dimensional (or three‐dimensional) numerical discretization 

b. Refined nonlinear analysis of the real structure. The finite element model of the real structure is 
based on the Finite Element model used for the idealized structure modified to include 

1. local discontinuities like holes, etc. 

2. stiffeners 

3. measured (or assumed) surface imperfections 

4. measured (or assumed) boundary imperfections. 

c. Refer also to Chapter 8 

1. Theory 

2. Finite Element Model Development including Element Selection 
The  selection  of  the  right  elements  is  an  essential  task.  In  order  to  investigate  the 
phenomena of concern, the user of finite element codes should inform himself about the 
ability of the element used. If the element code does not provide element benchmarks, it 
is  recommended  to  perform  a  benchmark  test  on  a  given  small  example.  Such 
benchmarks are given in several libraries. For example:  
NAFEMS,  independent  international  authority  on  the  use  of  computer modeling  and 
simulation methods and tools. 
Some properties of elements can be checked a priori: 
(a) Number of nodes, DOF’s 
(b) Displacement element 
(c) Mixed formulation 
(d) Integration points in the area 
(e) Integration points in the section 
(f) Reduced integrated 
(g) Hourglass control 
(h) Fully integrated 

(d) Characterize Errors due to Modelling Assumptions 

(e) Results 

NOTE  ONLY when  the  correlation  of  “Level  3

189 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

(i) Shear locking regularizations  

3. Mesh Convergence Studies 

4. Characterize Errors due to Modelling Assumptions 
(a) Clear  assumptions  to  consider  potential  restrictions  during  interpretation  and 

assessment 
(b) Check of elements used  
(c) Which phenomena should and can be considered? 
(d) Check of the model (plausibility checks, convergence checks) 

5. Results 

The essential steps for a Finite Element analysis are summarized in the Table 11‐1. 
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Table 11‐1: Essential steps for a finite element analysis 
What are the elements able to map? 

Interpretation of first bifurcation points (local, global) 

Check of the equilibrium path 

Necessity of Nonlinear investigations (geometrical and/or material) 

Type of failure: 

  ‐ Local buckling 

  ‐ Global buckling 

  ‐ Plastic collapse 

What is the driver? 

  ‐ The structure (the stiffness matrix) 

  ‐ The material (the material tensor dominates the stiffness matrix) 

A stability point (bifurcation or limit point) is given [19], [20]: 

( ) 0K u j iij ϕ⋅ =  

( )det 0K u ij =  
11‐3 

K  stiffness matrix 

u  vector of state variables 

φ  Eigenvector 

In order to differentiate the limit point from the bifurcation point [14]: 

Limit point 

0T Pi iϕ ⋅ ≠   11‐4 

Bifurcation point 

0T Pi iϕ ⋅ =   11‐5 

P  vector associated with the pattern of applied loads 

In case of consideration of material plasticity, Drucker’s stability postulate has to be taken into account: 

0Tjl ijkl ikε ε⋅ ⋅ ≤& &   11‐6 

T  Material tensor 

Strain gradient tensor 

Type of equilibrium: 

  ‐ Static 

  ‐ Dynamic 

In case of classical snap through phenomena, at least a simple dynamic check run should be done. 

&ε  
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11.4.7 Test 
a. Test procedure  

b. Refer also to Chapter 9 

1. Initial imperfection measurements 

(a) Shell‐wall geometric imperfections 

(b) Shell‐wall thickness imperfections 

(c) Shell‐end‐shape or loading surface imperfection 

2. Pre‐test loading platen adjustments 

3. Required test data for analysis correlation 

4. Specimen parameter uncertainty or variability characterization 

(a) Material properties 

(b) Fiber volume fraction in fiber‐matrix composites 

(c) Imperfection measurement uncertainty 

11.4.8 Assessment of the Structure 
a. Computational assessment of the real structure 

b. Comparison with test  

c. Risk Assessment 

1. Possibilistic analyses 

2. Probabilistic analyses 

The essential steps in the computational assessment of the structure are summarized in Table 11‐2. 
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Table 11‐2: Essential steps for a computational assessment of the structure 
Structural failure 

Which geometrical and physical imperfections have been applied? 

Imperfection sensitivity investigation by a couple of different shapes 

Is the amplitude of imperfection an important indicator? 

Is there any danger that the reference configuration switches into an absolutely different deformation 
pattern (far away from imperfection or linear theory), which cannot be discovered in the present 
model. 

Is  it  due  to  the  bending  effects  that  the  initial  buckling  problem  switches  to  a  highly  nonlinear 
deformation problem? 

If material nonlinearity dominates the failure 

Is the chosen constitutive law sufficient to describe the phenomena? 

Should the constitutive law be enhanced? 

Strain localisation 

Mesh dependency 

Solver problems 

Error estimation and assessment 

Which regularisation methods can be applied to bypass some drawbacks in models, assumptions and 
methods? 

Is a cross checking procedure necessary? 

If yes, how 

With other elements 

With other analytical or empirical results 

In case of dynamic analyses 

Implicit 

Explicit algorithms 

Is there any danger for “solution drifting”? 

 

11.5 Hierarchical High Fidelity Stability Analysis of 
Anisotropic Cylinders 

11.5.1 Overview 
A  recent  test  series  of  composite  shells  carried  out  at NASA  Langley  Research Center  is  used  to 
illustrate  how  such  a  hierarchical  approach  to  buckling  load  calculations  can  be  carried  out.  The 
platform  for  the multi‐level computations, needed  for an accurate prediction of  the critical buckling 
loads and a reliable estimation of their  imperfection sensitivity,  is provided by DISDECO [21]. With 
this open ended, hierarchical,  interactive computer code  the user can access  from his workstation a 
succession of programs of increasing complexity. 
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In the following it will be shown that with the help of DISDECO, the Delft Interactive Shell DEsign 
COde,  the  shell designer  can  study  the  buckling  behavior  of  a  specified  shell,  calculate  its  critical 
buckling load quite accurately and make a reliable prediction of the expected degree of imperfection 
sensitivity of the critical buckling  load. The proposed procedure consists of a hierarchical approach, 
where  the  analyst  proceeds  step‐by‐step  from  the  simpler  (Level‐1)  methods  used  by  the  early 
investigators to the more sophisticated analytical and numerical (Level‐2 and Level‐3) methods used 
presently. 

11.5.2 Level-1 Perfect Shell Buckling Analysis 
The geometric and material properties of  the 8‐ply, composite shell with symmetrical  lay‐up of Ref. 
[22] are listed in Table 11‐3. 

Table 11‐3: Geometric properties of NASA layered composite shell C3 – [ ]45 / 0 / 90
s

±  
)h(ltotat =  

L   
= 0.04  in (= 1.01600  mm  ) 
= 14.0  in (= 355.600  mm  ) 

R    = 8.0  in (= 203.200  mm  ) 
= 18.5x psi (= 12.7552x N/ ) 
= 1.64x psi (= 1.13074x N/ ) 
= 0.87x psi (= 5.9984x N/ ) 
= 0.3 

E11   610   410   2mm  
E22   610   410   2mm  
G12   610   310   2mm  
ν12  

Note: Symmetrical lay‐up with 8 plys of equal thicknesses (= 0.005 in) 

 

Assuming a perfect shell W 0=  and the following membrane prebuckling state 

( )0 *
12W hW hAv c

λ
= =  

( ) 20 1 2
2

Eh
F y

cR
λ= −  

11‐7 

where  

;  ;  
N Ehx N hc cN cRc c

σ
λ σ

σ
= = = =l l

l l

  cσ l and  ( )23 1c υ= −  

then  the  nonlinear  equations  governing  the  prebuckling  state  are  identically  satisfied  and  the 
linearized stability equations reduce to a set of equations with constant coefficients. It has been shown 
in Ref. [23] that by assuming an asymmetric bifurcation mode of the form 

( ) ( )1
sin cos

x n
W h m y xKL R

π τ= −   11‐8 

where 

m = k = number of axial half waves 

n = = number of circumferential full waves   l  

Kτ = Khot’s skewedness parameter 

one can reduce the solution of the  linearized stability equations to an algebraic eigenvalue problem. 
Notice  that  the  eigenvalue  depends  besides  on  the wave  numbers m  and  n  also  on Khot’s τλmn  
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skewedness parameter  Kτ , a real number. The critical load parameter  cλ  is the lowest of all possible 
eigenvalues. Thus finding involves not only a search over the integer valued wave numbers m and 
n but the search has to be  ated over a range of possible positive and negative real numbers fo

  cλ  
repe r Kτ . 

wave Using  the Level‐1  computational module AXBIF  [23]  a  search  over  integer  valued  axial  half‐
numbers m and over a range of possible positive and negative real numbers yielded  the  lowest 
eigenvalues listed in Table 11‐4 for the specified circumferential wave numbers

Table 11‐4: Buckling loads of the NASA layered composite  C3 [22] 
Buckling load map for the perfect shell using AXBIF [15] 

( 2239.342 /cN lb in

  Kτ  
 n. 

 shell
 

= − ) 

n = 4   0.371647 (m = 7,
l

λm
c =   K 3.322)τ = −

n = 5   0.370329  (m = 7,λm
c =   K 2.662)τ = −  

n = 6   0.370073  (m = 7,λm
c =   K 2.179)τ = −  

n = 7   0.366056  (m = 1,λm
c =   K 0.011)τ = −  

n = 8   0.370173  (m = 6,λm
c =   K 1.681)τ = −  

n = 9   0.372036  (m = 6,λm
c =   K 1.489)τ = −  

n = 10   0.372927  (m = 5,λm
c =   K 1.348)τ = −  

n = 11   0.375303  (m = 4,λm
c =   K 1.218)τ = −  

n = 12   0.369137  (m = 1,λm
c =   K 0.581)τ = −  

n = 13   0.370143  (m = 1,λm
c =   K 0.656)τ = −  

n = 14   0.376835  (m = 1,λm
c =   K 0.736)τ = −  

 

Notice that besides the absolute minimum of m
cλ = 0.366056 at n = 7 there is a local minimum of  m

cλ = 
0.369137 at  

To  facilitate  the  interpretation of  the numerical  results obtained, DISDECO provides  the user with 
various graphical interfaces.  

Thus the results of the search for the critical (lowest) buckling load

  n 12= .

  λc  can be displayed in a contour 
map as shown in Figure 11‐2. Using membrane prebuckling the critical eigenvalue is (see also Table 
11‐4) 

with m=1 half‐waves in the axial direction and n=7 full waves in the circumferential direction. In order 
to provide a quick overview of  the distribution of eigenvalues,  the values displayed  in  the contour 
plot are re‐normalized. Thus in Figure 11‐2 the following re‐normalized eigenvalues are plotted 

m
c 0.366056λ =  

m mn
c 0.366056

λ τρ =   11‐9 

Notice that the critical buckling load can be calculated using a simple multiplication 

lb/in m mN Nc c c= λ =l 0.366056( 2239.342) 819.725− = −
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Figure 11‐2: Distribution of Level‐1 membrane prebuckling buckling loads – 
NASA quasi‐isotropic composite shell C3 [22] 

11.5.3 Level-2 Perfect Shell Buckling Analysis 
To  investigate  the  effects  of  edge  constraint  and  of  different  boundary  conditions  on  the  critical 
buckling  load  of  the perfect  shell  )0W( =  

isymmet
one has  to  switch  to  the Level‐2  computational module 

ANILISA [24]. In this module the ax ric prebuckling state is represented by 

( ) ( )0
0W hW hw xv= +  

( ) ( )
20 1 2 2f02

Eh
F y R x

cR
λ= − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
11‐10 

It has been shown in Ref. [24] that with these assumptions the prebuckling problem is reduced to the 
solution  of  a  single  fourth  order  ordinary  differential  equation  with  constant  coefficients,  which 
always  admits  exponential  solutions.  Closed  form  solutions  for  simply  supported  and  clamped 
boundary conditions have been published in the literature [25]. 

For anisotropic shells the linearized stability equations admit separable solutions of the form 

( ) ( ) ( )1
cos sin1 2W h w x n w x nθ θ= +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )
21

f cos f sin1 2
ERh

F x n x n
c

θ θ= +⎡ ⎤⎣ ⎦  
11‐11 

where 
y

R
θ =  . 

Using a generalization of Stodola’s method [26] first published by Cohen [27] the resulting nonlinear 
eigenvalue  problem  is  reduced  to  a  sequence  of  linearized  eigenvalue  problems.  The  resulting 
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ordinary differential  equations  are  solved numerically by  a  technique known  as  “parallel  shooting 
over N‐intervals”  [28]. Notice  that  by  this  approach  the  effect  of  edge  restraint  and  the  specific 
boundary  conditions  are  satisfied  rigorously. To  find  the  critical  load parameter  an n‐search  is 
carried out, whereby one should be careful to find not a local minimum but the absol  minimum. As 
can be seen from the results presented in Table 11‐5 the n‐search using membrane prebuckling and a 
rigorous satisfaction of SS‐3

cλ  
ute

  )0MwvN( xx ====  boundary conditions for the stability problem now 
yields a local minimum of at n = 7 and an absolute minimum of  c 0.364776λ =     c 0.364417λ =  at n = 11.  

The most accurate Level‐2 solutions are obtained when one employs a rigorous nonlinear prebuckling 
analysis. As  can  be  seen  from  the  results  listed  in  Table  11‐5,  for  this  particular  shell  the  critical 
buckling loads with nonlinear prebuckling are always lower than the corresponding results obtained 
using a membrane prebuckling analysis. Specifically, the local minimum of at n = 7 is 

about 8% lower, whereas the absolute minimum of at n = 11 is about 11% lower. Notice 

that  the  critical  load 

  nl 0.337119cλ =  

  nl 0.328629cλ =  

cN   can  be  calculated  easily  by multiplying  the  lowest  eigenvalue  by  the 
normalizing factor

cλ  
  cN 2239.342= −l  lb/in yielding 

N N 735.913c c c= λ = −l lb/in (n = 11) 

In Figure 11‐3  the critical buckling modes using membrane and  rigorous nonlinear prebuckling are 
depicted.  Notice  that  the  solutions  with  nonlinear  prebuckling  differ  significantly  from  the  ones 
obtained  using  membrane  prebuckling,  especially  at  n  =  11  where  one  observes  a  typical  edge 
buckling type behavior. 
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a. Membrane prebuckling, n=7    b. Nonlinear prebuckling, n=11 

   

Figure 11‐3: Buckling modes of the axially compressed NASA composite shell C3 
SS‐3 B.C. 0 ,  0;  2239.342 /x x cN N v W M N lb in= − = = = = − . 

Table 11‐5: Buckling loads of the NASA layered composite shell C3 
b in  Buckling load map for the perfect shell using ANILISA [24] 

(B.C.

0.364776m
cλ = 0.328629nl

cλ =  

l

 

( 2239.342 /cN l= −
l

)
  0N v W Mx x= = = = ) 

Prebuckling  Membrane  Nonlinear 
n = 6  λm

c = λnl
c = 0.371960   0.347394 

n = 7  λm
c = λnl

c = 0.364776   0.337119 
n = 8  λm

c = λnl
c = 0.378759   0.339721 

n = 9  λm
c = λnl

c = 0.371493   0.330981 
n = 10  λm

c = λnl
c = 0.367525   0.329194 

n = 11  λm
c = λnl

c = 0.364417   0.328629 
n = 12  λm

c = λnl
c = 0.364609   0.330315 

n = 13  λm
c = λnl

c = 0.368600   0.334096 
n = 14  λm

c = λnl
c = 0.376402   0.339446 
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11.5.4 Level-3 Perfect Shell Buckling Analysis 
To verify the earlier predictions the finite difference version [29] of the well known shell analysis code 
STAGS  [30] will be used. Due  to  the slightly skewed buckling pattern predicted by  the Level‐1 and 
Level‐2 computations one is forced to model the whole shell. 

to  est  needed  for 
 of the buckling stion.   

ear preb th option was used, wh s obtained 
vel‐2 module ANILISA  refer

nvergence study, at first,   points al direction (NR = 161) 
the number of mesh points  in  the irection  (NC) was  increased until  the bifurcation 
load  approached  a  horizontal  tangent. As  can  be  seen  from  Figure  11‐4  the  results  converge  to  a 
limiting  value  from  below  at  about  NC  =  241.  Next,  for  a  fixed  number  of mesh  points  in  the 

C = 16  
en from rizontal tangen  about NR = 241. 
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 in the axi

varied. This  time convergence  is 
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Figure 11‐4: STAGS‐A convergence study – NASA quasi‐isotropic composite shell C3 
SS‐3 B.C.  0 ,  0x xN N v W M= − = = =  

Using  a mesh  of  161  rows  and  161  columns  (a model with  79707 D.O.F.’s  and  a maximum  semi‐
bandwidth of 637) and SS‐3 boundary conditions  )0MWv,NN( xox ===−=  the following 3  lowest 
eigenvalues were obtained: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0.325524 11   728.960 /n N N lc c c cλ λ= = → = = −l  b in

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0.326816 12   731.854 /n N N lc c c cλ λ= = → = = −l  b in

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3
0.326842 10   731.910 /n N N lc c c cλ λ= = → = = −l  b in

11‐12 

Details  of  the  critical  buckling mode  are  displayed  in  Figure  11‐5.  In  the  circumferential  scan  the 
circles  in  Figure  11‐5(a)  denote  the  position  of  the mesh  points.  The  accepted  practice  is  that  one 
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should have at least five mesh points per half wave for proper convergence. Notice that the sequence 
of  the  3  lowest  buckling  loads  and  the  corresponding  buckling  modes  agree  closely  with  the 
predictions obtained with the Level‐2 module ANILISA (see also Table 11‐5).  

 
a.  Circumferential trace of the critical (lowest) buckling mode. 

 
b.  Axial trace of the critical (lowest) buckling mode. 

Figure 11‐5: Buckling mode of the axially compressed NASA composite shell C3 
SS‐3  0. . ,  0x xB C N N v W M= − = = =  
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11.5.5 Imperfection Sensitivity Study 
That  initial  imperfections may decrease the  load carrying capacity of thin‐walled shell structures  is by 
now widely known and accepted. However, in order to calculate the effect of initial imperfections one 
should know their shape and amplitude, an information that is rarely available. 

In the absence of initial imperfection measurements, as a first step one should establish whether a given 
shell‐loading  combination  is  imperfection  sensitive,  and  if  the  answer  is  positive  to  estimate  how 
damaging certain characteristic imperfection shapes are. 

11.5.6 Single Axisymmetric Imperfection 

11.5.6.1 Overview 

Based on Koiter’s pioneering work on the effect of initial imperfections [5], [31] the simplest imperfection 
model consists of a single axisymmetric imperfection 

cos1
x

W h i
L

ξ π=   11‐13 

where i is an integer denoting the number of half‐waves in the axial direction and  1ξ  is the amplitude of 
the axisymmetric imperfection normalized by the shell wall‐thickness h.  

If  one  assumes  that  both  the  axial  load  and  the  boundary  conditions  are  independent  of  the 
circumferential coordinate, then the prebuckling solution will also be axisymmetric, a fact that simplifies 
the solution considerably. 

11.5.6.2 Level-1 Analysis of Axisymmetric Imperfection 

Neglecting  the  effect  of  the prebuckling  boundary  conditions  the  nonlinear  equations  governing  the 
prebuckling state admit the following axisymmetric solutions 

( ) ( )0
0W hW hw xv= +  

( ) ( )
20 1 2 f02

Eh
F y x

cR
λ= − +  

11‐14 

where 

( ) cos0 1
x

w x h i
Lci

λ
ξ π

λ λ
=

−
 

( )
( )* 2 31 21

f c0 12 *2 22

B i Eh x
x i

c LAc ii

αλ
osξ π

λ λ α

+
=

−
 

( )2* 211 212 *
11 2 *2 2 22

B i
Dc ii Ai

α
λ α

α

+
= +

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

11‐15 

Notice that the  linearized stability equations become now a set of equations with variable coefficients. 

The reduced wave number and the normalized stiffness coefficients  iα    
*
22A , 

*
21B  and 

*
11D  are all listed 

in Ref. [23]. 
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It has been shown in Ref. [23] that by assuming an asymmetric bifurcation mode of the form 

( ) ( )1
sin cos

x n
W h m y xKL R

π τ= −   11‐16 

where 
m = k = number of axial half waves 
n = = number of circumferential full waves   l  

K
τ  = Khot’s skewedness parameter 

a Galerkin type approximate solution yields for the eigenvalues (read, buckling loads) of the problem 
a characteristic equation in the form of a cubic polynomial  

  λ  

( ) ( ){ }
( ){ }

3 2ˆ ˆ ˆ2 21 1 2 2 1 1 2

2 2ˆ ˆ ˆ 02 1 2 3 4 1

C C Cmn c mn c ci m i mi i

C C Cmn cimi m i

i
λ λ λ ξ δ λ λ λ ξ δ λτ τ

λ ξ δ δ ξ λτ

− + − + + + −= =

− + + −=

 
λ

=
11‐17 

where 

2 1    2
0

i m if i m
otherwise

δ = = =
=

;
 

1 if i mim

0 otherwise

δ = =

=
 

and the constants are listed in Appendix C of Ref. [23]. 

Here it should be remembered that one will only get any noticeable degrading influence of the assumed 
axisymmetric imperfection if

  ...,Ĉ,Ĉ 21  

  1ξ  
found
given

is negative and if the coupling condition i=2m is satisfied. The physical 
explanation for this can be   in Koiter’s 1963 paper [31]. Furthermore, in order to obtain the smallest 
real root of Eq. 11‐17, for a   axisymmetric imperfection  1ξ  an n‐search is carried out. It should also 

be  noticed  that  the  terms  involving  the  Kronecker  delta  m2i=δ   are  all  linear  in  1ξ ,  and  thus  they 
dominate the buckling behavior of the shell with axisymmetric imperfection. 

Assuming that the most likely axisymmetric imperfection of the steel mandrel used to lay‐up the NASA 
composite shell C3 is given by 

cos 21
x

W h
L

ξ π=   11‐18 

the Level‐1 DISDECO computational module AXBIF generated  the solid curve shown  in Figure 11‐6. 
Notice that the curve is re‐normalized by  the critical Level‐1 buckling load of the perfect 
shell computed using AXBIF [23] with   for

  m 0.366056cλ = ,
membrane prebuckling   K 0.011τ = −  

of  the  shell 

and n=7. Notice also that 

an  initial  imperfection  amplitude  equal  to  the  wall  thickness  ( 1.1ξ = −  0) generates  a 

“knockdown factor” of 86  resulting in the following rather low buckling load 

lb/in 

with = ‐0.011 and n = 7 full waves in the circumferential direction. 

  m/ 0.4c c cρ = λ λ = ,

m0.486 0.486(0.366056) 0.177903c c= =λ λ =  

cN Nc c= =λ l 0.177903( 2239.342) 398.386− = −

  Kτ  
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Figure 11‐6: Imperfection sensitivity for axisymmetric imperfection under axial 
compression SS‐3 B.C. N N ,v W M 0; N 2239.342 lb / inx o x c= − = = = = −l . 

11.5.6.3 Level-2 Analysis of

Since the external loading, the boundary conditions and the assumed initial imperfection (see Eq. 11‐18) 
are axisymmetric, therefore the prebuckling solution will also be axisymmetric. It has been shown in Ref. 
[32] that by assuming 

 Axisymmetric Imperfection 

( ) ( )0
0W hW hw xv= +  

( ) ( ){ }20 1 2 2f02

Eh
F y R x

cR
λ= − +  

11‐19 

the  solution  of  the  nonlinear  partial  differential  equations  governing  the  prebuckling  state  can  be 
reduced to the solution of a single fourth order ordinary differential equation with constant coefficients, 
which can be solved routinely. 

For anisotropic shells the resulting linearized stability equations admit separable solutions of the form 

( ) ( ) ( )1
cos sin1 2W h w x n w x nθ θ= +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )
21

f cos f sin1 2
ERh

F x n x n
c

θ θ= +⎡ ⎤⎣ ⎦  
11‐20 

where  .
y

R
θ =  

Solution  proceeds  as  outlined  in  Ref.  [32]. Using  an  updated  version  of  the  Level‐2  computational 
module ANILISA  [33]  and  SS‐3  boundary  conditions  one  obtains  the  results 
presented in Table 11‐6. Notice  prebuckling analysis was used and an n‐search 
was carried out for each specified on amplitude

x x(N v W M 0)= = = =  
that a rigorous nonlinear 
 axisymmetric imperfecti   1ξ . 
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Table 11‐6:   Buckling loads of the NASA layered composite shell 
C3 (N 2239.342 lb / inc = −l ) Axisymmetric imperfection using ANILISA [33] 

(B.C. : N v W M 0)x x= = = =  

1ξ   λc   cρ     1ξ   λc   cρ  

~0. 
‐ 0.001 
‐ 0.002 
‐ 0.005 
‐ 0.01 
‐ 0.02 
‐ 0.04 
‐ 0.06 
‐ 0.07 
‐ 0.08 
‐ 0.09 

0.328630 (n=11) 
0.328637 (n=11) 
0.328645 (n=11) 
0.328669 (n=11) 
0.328707 (n=11) 
0.328781 (n=11) 
0.328915 (n=11) 
0.329031 (n=11) 
0.328367 (n=7) 
0.326688 (n=7) 
0.324896 (n=7) 

0.898 
0.898 
0.898 
0.898 
0.898 
0.898 
0.899 
0.899 
0.897 
0.890 
0.888 

 ‐ 0.1 
‐ 0.2 
‐ 0.3 
‐ 0.4 
‐ 0.5 
‐ 0.6 
‐ 0.7 
‐ 0.8 
‐ 0.9 
‐ 1.0 

0.322995 (n=7) 
0.299860 (n=7) 
0.274795 (n=7) 
0.251290 (n=7) 
0.229985 (n=7) 
0.210880 (n=7) 
0.193829 (n=7) 
0.178656 (n=7) 
0.165188 (n=7) 
0.153264 (n=7) 

0.882 
0.819 
0.751 
0.686 
0.628 
0.576 
0.530 
0.488 
0.451 
0.419 

 

Where 

c
c 0.366056

λ
ρ =   11‐21 

The values of Table 11‐6 are plotted as  the dashed curve  in Figure 11‐6. A comparison of  the  results 
obtained via the Level‐1 module AXBIF (solid curve) and the Level‐2 module ANILISA (dashed curve) 
shows  that also  in  the case of axisymmetric  imperfections a  rigorous pre‐buckling analysis should be 
used. Especially  for very  small  initial  imperfection  amplitudes  )1.0( 1 <ξ  

  further 

the Level‐1 predictions  are 

inaccurate  and  overestimate  the  critical  buckling  load.  Notice that  both  curves  have  been 
normalized by    the  critical Level‐1 buckling  load of  the perfect  shell  computed using 
membrane   [23] for

m
c 0.366056λ = ,

prebuckling by AXBIF   K 0.011τ = −

discernible. 

and n = 7. This way the effect of using a rigorous 

prebuckling analysis becomes easily 
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nl

1 c0.06; 0.329031 (n 11)ξ = − λ = =   nl
1 c0.07; 0.328367 (n 7)ξ = − λ = =  

1
W xcos 2
h L

= ξ π  Figure 11‐7: Critical buckling modes for axisymmetric imperfections ‐ 

It is interesting to see that for small enough initial imperfection amplitudes  1( 0.0ξ < ,

specified by 
 direction,

dominated by

7  say) the critical 

buckling  load of the shell  is  insensitive  to the  initial  imperfection shape  Eq. 11‐18. Notice 
that  the critical buckling modes have n = 11  full waves  in  the circumferential  and as can be 
seen  in Figure 11‐7, a somewhat skewed buckling mode shape which  is   edge buckling. 
However, larger initial imperfections  1( 0.0ξ ≥ ,

umferential 
 buckling 
  11‐18  and 

7  say) force the shell to respond in another mode shape 

with  n  =  7  full  waves  in  the  circ direction  and  with  practically  straight  nodal  lines. 
Interestingly enough now  the critical load of  the shell  is sensitive  to  the axisymmetric  initial 
imperfection  shape  specified  by  Eq. an  initial  imperfection  amplitude  equal  to  the wall 
thickness of  the  shell  )0.1( 1 −=ξ  generates  a  “knockdown  factor” of   It predicts 
thus the following rather low buckling load  

lb/in 

with  a  very  slight  skewedness  of  the  buckling  pattern  and  n  =  7  full waves  in  the  circumferential 
direction. 

11.5.6.4 Level-3 Analysis of Axisymmetric Imperfection 

Recalling  that  since  both  the  axial  load  and  the  boundary  conditions  are  independent  of  the 
circumferential coordinate, therefore the prebuckling solution will also be axisymmetric, and one can use 
once again the asymmetric bifurcation from a nonlinear prebuckling path option. By modeling the full 
shell the code can choose itself the critical number of full waves in the circumferential direction. No n‐
search is carried out. Using a uniformly spaced mesh of 161 rows and 161 columns and the user written 
subroutine option WIMP to introduce the following axisymmetric imperfection 

 

  m 0.419c cc /ρ = λ λ = .

m0.419 0.419(0.366056) 0.153377c cλ = λ = =  

N Nc c c= =λ l 0.153377( 2239.342) 343.465− = −
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1.0 cos 2
x

W h
L

π=   11‐22 

(remember STAGS defines W  positive outward) the following critical bifurcation load was found 

  lb/in 

The  critical  buckling  mode  has  full  waves  in  the  circumferential  direction  and  no  visible 
skewedness. The nondimensional ation  load of  the  shell with  axisymmetric  imperfection  is  for 

N 332.746c = −

n 7=  
 bifurc

0.11 =ξ  

N 332.746c 0.148591c N 2239.342c

−
λ = = =

−l
  

The re‐normalized bifurcation load is 

  Nnl c
c Nc

ρ =
l
   where  nlN Nc c c= λl l  

thus 

0.148591
0.456

0.325524
nl c
c nl

c

λ
ρ

λ
= = =   11‐23 

Notice that the Level‐3 re‐normalization is done using  the critical Level‐3 buckling load 
of the perfect shell computed using STAGS‐A with nonlinear prebuckling and a 161x161 mesh. 

Notice  also  that  the Level‐2 ANILISA prediction 

  nl
c 0.325524λ = ,

nl( 0.419, n 7)cρ = =   agrees  closely with  the Level‐3 

STAGS‐A prediction cρ =  The difference is partly due to the fact that ANILISA uses the 
Donnell  type nonlinear shell  whereas STAGS‐A employs  the higher order Marlowe‐Flügge 
equations. 

11.5.7 Single Asymmetric Imperfection 

11.5.7.1 Overview 

The  effect  of  a  single  asymmetric  initial  imperfection  can  be  investigated  either  by  solving  the  full 
nonlinear response problem or by employing  the well known Lyapunov‐Schmidt‐Koiter  [5] reduction 
technique. When investigating the degrading effect of a single mode asymmetric imperfection 

  nl( 0.456,   n 7)= .
equations, 

sin cos2
x y

W t m n
L R

ξ π=   11‐24 

where m and n are integers denoting the number of axial half‐waves and the number of circumferential 
full waves, respectively,  instability occurs at the  limit point of the prebuckling state  in the generalized 
load‐deformation space. Assuming  that  the eigenvalue problem  for  the critical  (lowest) buckling  load 

will yield a unique asymmetric buckling mode then for an imperfect shellcΛ     )1(W ,    )0( 2 ≠ξ  the shape 
of the generalized load‐deflection curve in the vicinity of the bifurcation point is given by the 
following asymptotic expansion 

  cΛ=Λ  

( ) ( ) ( )2 3
2 2a b Oc c c c c 2ξ ξ ξ αξ βξ ξξΛ − Λ = Λ + Λ − Λ − Λ − Λ +   11‐25 

Expressions for the postbuckling coefficients “a” and “b” and the imperfection forms factors “α” and “β” 
are derived in References [34], [35]. If the limit point is close to the bifurcation point, then the maximum 
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load that the structure can carry prior to buckling can be evaluated from Eq. 11‐25 by maximizing  sΛ    Λ  
with respect to  For cases where the first postbuckling coefficient “a” is zero, this analysis yields the 
modified Koiter formula [35] 

  ξ .
 

3 β3/2 2(1-ρ ) = -3α b[1- (1-ρ )] ξs s2 α
 2 11‐26 

where  

Notice that, if the second postbuckling coefficient “b” is positive, Eq. 11‐26 has no real solutions. Thus 
the buckling load of the specified shell‐loading combination is not sensitive to small asymmetric initial 
imperfections of  the shape given by Eq. 11‐24.  If, however,  the second postbuckling coefficient “b”  is 
negative,  the  equilibrium  load  decreases  following  buckling  and  the  buckling  load  of  the  real 
structure is sensitive to the asymmetric initial imperfection specified by Eq. 11‐24. 

11.5.7.2 Level-1 Analysis of Asymmetric Imperfection 

For the composite shell under investigation, as can be seen from the partial results listed in Table 11‐4, 
there are many eigenvalues only slightly higher than the critical one of

  css / ΛΛ=ρ .

Λ  
  sΛ  

  c 0.366056λ =  for m = 1, n = 7 
and  Hence, strictly speaking,  the proposed  form of  the perturbation expansion given by 
Eqs. applicable,  since  the  nonlinear  interaction  between  the many  nearly  simultaneous 
eigenmodes  is not accounted  for. Thus  the  following  results, where one  considers  the  eigenfunctions 
corresponding to certain critical eigenvalues chosen one at the time, can at best give an indication as to 
the severity of the expected imperfection sensitivity. 

Assuming initially an asymmetric imperfection affine to the critical buckling mode of the perfect NASA 
composite shell C3 as computed by the Level‐1 computational module AXBIF (see also Table 11‐4) 

  K 0.011τ = − .
  11‐25  is  not 

( )7
sin cos 0.0112

x
W h y x

L R
ξ π= +   11‐27 

and using the Level‐1 computational module BFACT [23] to carry out the initial postbuckling analysis 
yields the following results 

  

   b = ‐ 0.048874

  m
c c K0.366056(m 1, n 7, 0.011)λ = λ = = = τ = −  

  0.1=β=α  

Substituting these values into Eq. 11‐26, one can plot the degrading effect of an asymmetric imperfection 
of the shape given by Eq. 11‐27 as a function of its amplitude  ξ2 .

 shell

 As can be seen from Figure 11‐8 an 

initial imperfection amplitude equal to the wall thickness of the   )0.1( 2 =ξ  generates a “knockdown 

factor” of 41 resulting in the following rather low buckling load   m/ 0.5s s cρ = λ λ = , 

m
s c0.541 0.541(0.366056) 0.198036λ = λ = =  

N Ns s c= =λ l   0.198036( 2239.342) 443.471− = − lb/in 

Notice  that  the  imperfection  form  factors  ""and"" βα  
necessary 
27 is affine 

are  identically equal  to 1.0 because BFACT uses 
membrane  prebuckling  to  calculate  the  first  and  second  order  fields  and  the  assumed 
asymmetric imperfection shape of Eq. 11‐ to the buckling mode. Please notice that in Figure 
11‐8 the collapse load is re‐normalized by  the critical Level‐1 buckling load of the perfect 
shell computed using membrane prebuckling [13] for

  m
c 0.366056λ = ,
 by AXBIF    K 0.011τ = −  and    n 7= .
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11.5.7.3 Level-2 Analysis of Asymmetric Imperfection 

To  investigate  the effects of edge‐constraint and/or different boundary conditions on  the  imperfection 
sensitivity of the critical buckling load of the NASA composite shell C3 one has to switch to the Level‐2 
module ANILISA [24] and run its postbuckling analysis option. In this module, as described earlier, the 
axisymmetric prebuckling state is represented by Eqs. 11‐10, the buckling modes by Eqs. 11‐11 and the 
postbuckling state by 

( ) ( ) ( ) ( )2
cos sinW h w x w x n w x nθ θα γβ= + +⎡ ⎤

⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )
22

f f cos 2 f sin 2
ERh

F x x n x n
c

θ θα γβ= + +⎡ ⎤
⎣ ⎦  

11‐28 

where  Details of the computational procedures used are reported in Refs. [24], [32].   R/y=θ .

Next,  let us assume  that  the specified asymmetric  imperfection  is affine  to  the critical buckling mode 
obtained by the rigorous Level‐2 perfect shell analysis discussed earlier 

( ) ( )cos11 sin112 1 2W h w x w xξ θ θ= +⎡ ⎤⎣ ⎦   11‐29 

where  R/y=θ  and the component functions  1w (x)  and  w (x)2  are shown in Figure 11‐3b. Running 
ANILISA with rigorous prebuckling and SS‐3 boundary conditions  (N N ,x o= −   v W M 0)x= = = yields 
the following results 

  n
c c 0.328629(n 11)λ = λ = =l    

  b 0.37569= − ;  0.34019α = ;    0.20039β = −  

Using Eq. 11‐26 to plot the degrading effect of the asymmetric imperfection specified by Eq. 11‐27 as a 
function of its amplitude  2ξ  

 

one obtains the results displayed in Figure 11‐9 as a solid line. The fact that 

for an  imperfection shape affine  to  (similar  to)  the buckling mode with an amplitude of  0.12 =ξ  one 

obtains a load carrying capacity of only appears unrealistic. 

Here one should remember that Koiter’s Imperfection Sensitivity Theory is asymptotically exact, that is, 
it yields accurate predictions for sufficiently small imperfections, whereby what is sufficiently small can 
vary from case to case. Also, Eq. 11‐26 was obtained by using the perturbation expansion given by Eq. 
11‐25, where terms of order

  nl
s 0.123λ =  

  )( ξξ  are neglected.  
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Figure 11‐8: Level‐1 imperfection sensitivity calculation using BFACT [23] 

  Asymptotic theory:  2 L R
x 7W h sin cos (y 0.011x).= ξ π +  

 

Figure 11‐9: Level‐2 imperfection sensitivity calculation using ANILISA [24]  

  Asymptotic theory:  2 1 2
y yW h w (x)cos11 w (x)sin11 .
R R

⎡ ⎤= ξ +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

As it can be seen from the dotted curve plotted in Figure 11‐9, by using more advanced computational 
modules such as COLLAPSE [36], where a full nonlinear solution is used and terms up to and including 

order  )( 2
ξξ  are kept, one obtains more reasonable predictions. 
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Notice that up to about  2 0.05ξ =  the asymptotic predictions from ANILISA and the nonlinear results of 
COLLAPSE agree very closely. Thus one can say that in this case the range of validity of the asymptotic 
solution is  20 0.≥ ξ ≥ .05  

11.5.8 Measured Initial Imperfections 

e results of buckling 

11.5.8.1 Overview 

In order  to apply  the theory of  imperfection sensitivity with confidence, one should know the type of 
imperfections that occur in practice. In 1969 Arbocz and Babcock [37] published th
experiments where, for the first time, the actual initial imperfections and the prebuckling growth of the 
midsurface  of  electroplated  isotropic  shells were  carefully measured  and  recorded  by means  of  an 
automated scanning mechanism. This technique has been meanwhile generally accepted and is widely 
used. 

11.5.8.2 Midsurface Initial Imperfections 

As can be seen from Figure 11‐10, the measured initial midsurface imperfections of the NASA layered 
composite shell C3 [22] show a rather general distribution dominated by an  n 2=  mode. One can use 
the following half‐wave cosine double Fourier series 

18 41
cos cos

W x y
W i W

46 75' sin cos cos
y x y

W W k0 0 01 1 1 ,
83 ' cos sin
,

i ki kh L R R L R

x y
W kkk L R

π

= = =

+ ∑ ∑

l l ll l l

lll

  11‐30 

π= + +∑ ∑ l l π+∑ ∑ ∑ l

accu  to  represent  the measured  initial  imperfections  rately, where  Fourier coefficients with  absolute 
values less than 0.001 are neglected. 

A convenient measure of the size of the initial imperfections is their root‐mean‐square (RMS) value. By 
definition 

( )
2 212 R L

,W x y dxdyrms
π

2 0 0RLπ
∆ = ∫ ∫ ⎡ ⎤⎣ ⎦   11‐31 

Thus 

( )
2

12 2 '2 2 2
0 ,4

1
2

rms W W W asyaxii k ki kh
++ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑

∆⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ l ll

  11‐32 

For the NASA layered composite shell C3, the RMS values are  

 

 previously discussed initial imperfection models yields the 
d predictions: 

axi asy

Using these measured RMS values with the

0.01018 ; 0.65822∆ = ∆ =  

following buckling loa
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Figure 11‐10: Measured initial imperfections of NASA layered composite shell C3 
[22]. 

 

Figure 11‐11: Measured loading‐surface imperfections (from Hilburger and Starnes 
[38]). 

For the long wave axisymmetric imperfection  1
xW h cos 2
L

= ξ π  

if  1 axi 0.01018ξ = ∆ = −  then from MANILISA [33]  

      lb/in 

nl
c 0.328709(n 11)λ = =  

nl nl
c c cN N 736.092= λ = −l
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For the short wave axisymmetric imperfection  1
xW h cos14
L

= ξ π  

if  1 axi 0.01018ξ = ∆ = − then from MANILISA [33]   nl
c 0.315141(n 7)λ = =  

      lb/in 

Turning now to the long wave asymmetric imperfection

nl nl
c c cN N 705.708= λ = −l

  2
x yW h sin cos n
L R

= ξ π  

if  2 asy 0.65822ξ = ∆ =  then from COLLAPSE [39]   

      lb/in. 

Comparing  these  buckling  load  predictions  with  the  experimental  buckling  load  of 
lb/in, it appears that both the long wave 

nl
s 0.141503(n 10)λ = =  

nl nl
s s cN N 316.874= λ = −l

expN 678.040= − ( i 2,=  8.6% higher) and the short‐wave ( i 14,=  

4.1% higher) axisymmetric  imperfections 
imperfections (53.3% lower) predicts a very

predict an upper bound, whereas the  long wave asymmetric 
 conservative lower bound. 

ould use the measured initial imperfections in 
codes  like STAGS  [29],  [30]  to  carry out 2‐dimensional nonlinear  collapse analysis. Employing a user 

3  boundary  condition 

For a more accurate estimate of the buckling load one sh

written  subroutine WIMP  to  input  the double Fourier  series of Eq. 11‐30,  the 161x161 STAGS model 
yielded  with  SS‐ (N N , v W M 0)x o x= − = = =   a  collapse  load  of 

sN 682.152= − lb/in, whereas  the same model with C‐4 boundary condition
yielded a collapse load of lb/in. Notice that also these values are significantly higher than 
the experimental buckling load  lb/in. 

Summarizing  one  can  state,  that  in  this  case  the  results  of  the  imperfection  sensitivity  investigation 
indicate, that for layered composite shells using the traditional midsurface initial imperfections may not 
be  sufficient  for a  close  correlation between  the analytical predictions and  the  experimental buckling 

nd other non-traditional imperfections 

erical) analysis. A similar  investigation  for composite shells by 
  in this study, which 

ions  can  be  used  successfully  to  determine 
 used for predicting composite shell buckling 

 co ‐traditional imperfections consisted of boundary (shell‐
  geometr

in load d to the end of the shell, and elastic boundary support conditions. 

 [22] have shown convincingly that investing 
e a lly measuring  the  initial  imperfections of a set of shells  fabricated by a given 

manufacturing process can be used  to establish  the manufacturing  imperfection  signature needed  for 
n factorʺ representative of the said process. 

  o(u u ,=   xv W w, 0)= = =  
  sN =   722.092−

of  expN 678.040= −

load. 

11.5.8.3 Boundary a

It has been shown in References [39] and [40] that for isotropic shells it is possible to achieve excellent 
correlation  between  the  analytical  predictions  and  the  experimental  results  if  the  boundary 
imperfections are  included  in  the  (num
Hilburger and Starnes [38] has shown that the nonlinear analysis procedure used
included  traditional  and  non‐traditional  initial  imperfect
accurate high‐fidelity design knockdown factors that can be
and llapse loads in the design process. The non
end) ic  imperfections  (see  Figure  11‐11),  shell‐wall  thickness  variations,  material  property 
variations, local shell‐wall ply‐gaps associated with the fabrication process (see Figure 11‐12), variations 

s applie

Further, in a recent paper Hilburger, Nemeth and Starnes
tim nd effort  in carefu

deriving a science based ʺknockdow
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Figure 11‐12: Typical laminate model geometry including a lamina ply‐gap (from 
Hilburger and Starnes [32]). 

In Eq.  11‐30  the measured  initial  imperfection data  is  represented by  the  following half‐wave  cosine 
Fourier series 

( ) ( )31 2
, cos cos cos cos sin

1

NN N
w A i A k B kii 10 k kk

ξ θ πξ πξ θ πξ θ= + +∑ ∑ ∑
= == l ll

   

l l   11‐33 

where 

W( , ) x yw( , ) , , , 0 x L , 0 2
h L R
ξ θ

ξ θ = ξ = θ = ≤ ≤ ≤ θ ≤ π  

For the sake of simplicity we rewrite Eq. 11‐33 in an alternative way, replacing the double summation in 
Eq. 11‐33 by a single summation 

( ) (1
, cos cos cos cos sin

1 1

N N
w A i A k B kr r r r r rii r

)ξ θ πξ πξ θ πξ= + +∑ ∑
= =

l l  θ 11‐34 

where the quantities indexed with r are chosen so as to ensure the equivalence of the two series given by 
equations 11‐33 and 11‐34 and  2 3N N xN= . 

The mean value of w(ξ,θ)  is given by 

( ) ( ) { }1
, , cos cos cos cos sin

1 1

N N
w A i A k B kr r r r r riw i r

µ ξ θ ξ θ πξ πξ θ πξ θ= = + +∑ ∑
= =

l l   11‐35 

where    denotes  the mean.  The mean  values  of  the  Fourier  coefficients  can  be  evaluated  by  the 
following ensemble averages for a sample of experimentally measured initial imperfections 

( ) ( ) ( )1 1 1
;  ;  

1 1r r ri im m mM M M= = 1

M M Mm m mA A A A B Br= = =∑ ∑ ∑
=

  11‐36 

The variance of w( , )ξ θ  is defined by 

( ) ( ) ( ) ( ){ }22var , , , ,w w w wwξ θ σ ξ θ ξ θ ξ θ= = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦   11‐37 
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The corresponding standard deviation is, by definition 

( ) ( ) ( ), , var ,w ww wσ ξ θ σ ξ θ ξ θ= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   11‐38 

  six  test  specimens C1  – C6, described  in detail  in Ref.  [22],  the mean value 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤

Using w ( , )µ ξ θ   and  the 
rd deviation standa wσ ( , )ξ θ  were calculated numerically. The effect of different imperfection shapes on 

the res
introd

 

ponse of the three 8‐ply shells C1 – C3 was investigated using a user written subroutine WIMP to 
uce the imperfections into the STAGS [30] computer code. 

Specifically  the mean  imperfection  shape  wµ  with  C‐4  o x(u u , v W W, 0)= = = =   boundary 
ions  predicted  a  collapse  load  for  the  shell  C3 which was  1.3%  higher  that  the  experimental 
ng load. However, the mean imperfection plus one standard deviation shape 

condit
buckli w wµ + σ  predicted a 

se  load  which  was  6%  lower  than  the  experimental  buckling  load.  This  value  represents  a 
ctory (not very conservative) lower bo

collap
satisfa und for shell C3.  

11.5.9 
The st A quasi‐isotropic anisotropic shell C3 was undertaken 

 the
o th

there a

a. 

b. 
mputer code such as SRA [27] or STASOR [42] will satisfy 

c. 
  (The STAGS  [29],  [30] 

computer code will satisfy this requirement.) 

d. A design initial imperfection or “manufacturing signature.” At the present time this is the most 
elusive item. 

There are a few initial imperfection data banks [43], [44] but they contain mostly initial imperfection data 
on  laboratory  scale  shells.  The  imperfection model  introduced  by  Imbert  [45],  following  an  idea  by 
Donne
initial 

11.5.
By rel
the hie
load p ons of  increasing  accuracy.  It was  shown  that  in order  to  be  able  to  arrive  at  a  reliable 

cteristics of the shell of interest. 

In particular, in order to predict the critical buckling load accurately and to make a reliable estimate of its 
imperfection sensitivity, the nonlinear effects caused by the edge restraint conditions should be included 
in the analysis. 

Discussion of the Results 
udy of  the buckling behavior of  the NAS

with  objective of establishing a rational analysis procedure for incorporation of initial imperfections 
int e design of buckling critical structures. For a shell of revolution under axially symmetric loading 

re the following four items necessary for the application of the proposed procedure: 

A buckling analysis capability for shells of revolution subjected to an axially symmetric loading 
condition. (A computer code such as SRA [27] or BOSOR [41] will satisfy this requirement.) 

An  imperfection  sensitivity analysis  capability  for  shells of  revolution  subjected  to an axially 
symmetric  loading condition. (A co
this requirement.) 

A  geometrically  nonlinear  analysis  capability  for  a  general  shell,  which  can  represent  the 
asymmetry  introduced by  the general asymmetric  initial  imperfections

ll and Wan [46]  is one approach to derive analytical  initial  imperfection models from measured 
imperfections, but it has yet to be extended to larger cylindrical shell structures. 

10 Conclusions 
ying on a series of theoretical results of various degree of sophistication published in the literature, 
rarchical shell buckling analysis approach used in Chapter 11.5 has resulted in a series of buckling 
redicti

prediction of the critical buckling load of a particular shell used as an example and to make an estimate 
of its imperfection sensitivity which can be used with confidence, one should proceed in a step by step 
manner  from  simple  to more  complex models  and  solution  procedures  in  order  to  understand  the 
response chara
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The most approximate of the analyses described herein, the Level‐1 solutions which neglect the effects 
caused by the edge restraints, can still be used to great advantage to establish the approximate behavior 
of a shell subjected to the specified external loading condition. 

If  there  is  no  information  available  about  the  expected  “manufacturing  signature”,  the  initial 
 traditional lower 
  for  a  reliable  and 

ear, the more information one has the more accurate and reliable the theoretical buckling load 
,  the  final goal of a 

“High  Fidelity  Buckling  Load  Analysis,”  one  should  conduct  a  refined  Level‐3  analysis  including 
measured values of  the  traditional shell‐wall  imperfections and variations  in  the shell‐end or  loading 

[3] Zienkiewicz, O.C., “The Finite Element Method,” (The third, expanded and revised edition of 
Engineering Science), McGraw‐Hill Book Company (UK) 

 Finite Element Method,” DCAMM 
 

and Hutchinson, J.W., “Dynamic Buckling of Imperfection Sensitive Structures,” 
Proceedings 11th IUTAM Congress, Munich, 1964, Julius Springer Verlag, Berlin, 1966, pp. 636‐
651. 

[7] Hoff, N.J., “Buckling of Thin Shells,” Proceedings of an Aerospace Symposium of Distinguished 

lman, C.E., De Luzio, A. and Almroth, B., “Influence of Stiffener Eccentricity and End 
Vol

[10] Stein, M., The Influence of Prebuckling Deformations and Stresses on the Buckling of Perfect 
Cylinders,” NASA TR‐190, February 1964. 

A Hierarchical Approach to Buckling Load 
Calculations,ʺ Proceedings of the 40th AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC Structures, Structural 
Dynamics and Materials Conference, April 12‐15, 1999, St. Louis, MO, pp. 289‐299. 

[12] Arbocz, J., and Starnes, J.H., ʺBuckling Load Calculations of the Isotropic Shell A‐8 using a 
High‐Fidelity Hierarchical Approach,ʺ Proceedings of the 43rd AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC 

er Hohlzylinder, Physikalische 
Zeitschrift, Vol. 12, No. 7, p. 241, April 1911. 

imperfections that a certain manufacturing process will produce, one can only use the
bound design philosophy. However,  it has been  shown  conclusively  that  the  tools
accurate simulation of  the buckling behavior of axially compressed  thin walled shells are available,  if 
there is at least some information available about the expected “manufacturing signature” of the shell. It 
is also cl
predictions become. Thus,  for a more  specific prediction of  the  final collapse  load

surface geometry and the other non‐traditional imperfections listed earlier. 
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12 
Buckling experimental methods and 

design verification by tests 

12.1 Generalities of buckling tests 
the  rapid development  in computers  in  the  last decades  the question of “why continue  to do
ments?” has often been asked in many fields of applied mechanics, [1], [2]. 

With   
experi

As the computational tools improved and expanded, the idea that computer simulations can replace 
the experiments has been voiced more and more often. 

Here  it  is worth  to  reflect  in more  detail  on  the  purpose  of  experiments  in  the  computer  era.  To 
reinforce  the  assumption  that  the  computer  does  not  replace  the  experiments,  it  is  possible  to 
enumerate eight primary motives. These eight motives are applicable for all types of tests (elementary 
tests, structural tests and scale 1 tests). 

a. To  better  understand  the  buckling  and  post‐buckling  behaviour  and  the  primary  factors 
affecting it. 
In addition to the buckling loads, careful experiments in which the parameters are varied one at 
a time yield the behaviour of the structure just before, at and after buckling, and accentuate the 
main parameters  affecting  this behaviour. Such  a philosophy of  “research  type  experimental 
programs” has been implemented in some test programs. Based on these observed parameters 
numerical schemes can be developed, verified, and can also be employed for “experiments on 
the computer” to extend the range of the parameters tested.  
It should be remembered that computer methods, like for example finite element analysis, can 
converge to non‐realistic behaviour, unless the physical phenomena are well understood, or at 
least well described by appropriate experimentation, to permit reliable modelling. 

b. To find new phenomena.  
This reason is a direct extension of the first one. In buckling and post‐buckling experiments, the 
new phenomena are likely to be unexpected behaviour patterns or mode interactions. 

c. To obtain better inputs for computations.  
The mathematical models  employed  in modern  large multi‐purpose  computer programs  can 
simulate  real structures  fairly closely  for buckling, but  the simulation depends very much on 
the  input of correct boundary conditions,  in particular  joints or bonds, on material properties, 
imperfections,  residual  stresses  and  load  applications.  This  has  been  emphasized  by  recent 
experience  and  definitely  applies  also  to  post‐buckling.  Better  inputs  can  be  provided  by 
subsidiary  tests  like  stub‐column  test  for  properties  of  columns  or  stiffeners,  or multiaxial 
material tests for more complicated structures or loading conditions.  
Often  improved  inputs  can be obtained  from  appropriate non‐destructive  tests:  for  example, 
boundary conditions by vibration correlation  techniques,  imperfection shapes and amplitudes 
by  imperfection scans,  load  transfers and eccentricities by strain measurements and vibration 
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correlation techniques, residual stresses by X‐ray techniques etc. Fully automated recording in 
experiments  has  just  begun  and  much  closer  interaction  between  test  and  computation  is 
developing. 

d. To obtain correlation factors between analysis and test and for material effects.  
Even when  large  powerful  programs  are  employed,  test  results  can  still  differ  considerably 
from  predictions.  These  differences  are  partly  due  to  inaccuracies  of  inputs  and  partly  to 
variations  in  buckling  and  post‐buckling  behaviour  of  the  mathematical  model  and  the 
structures  tested. They  can  all  be  lumped  for design purposes  in  a  “correlation  factor”. The 
advantage of such a correlation factor is the overall correlation it provides for the designer, but 
its weakness is that it is completely reliable only for the structures tested. However it should be 
noted  that  the  correlation  factor  is  accepted  to  be  valid  for  the  full  batch  of  the  product 
(intending the structures that have the same design and manufacturing processes).  
One can statistically evaluate a large number of tests to obtain overall lower bound correlation 
factors, a method employed extensively for shells, where they are called “knock‐down” factors, 
but  this  results  in  very  conservative  design.  Other  statistical  evaluations  are  extensively 
employed for columns and plates, especially for civil and marine engineering design code, and 
these  often  tend  to  be  conservative. Hence  “correlation  factors”  should  be more  specialized. 
Since many experiments are on  laboratory  scaled  structures, extensive studies comparing  the 
results  of  laboratory  scale  and  large  scale  tests  should  be  available  in  order  to  reassure  the 
experimenter and to guide the designer, in particular for dynamic loading.  
Correlation  type  experiments  will  therefore  continue  to  be  a  major  task  of  research  and 
industrial laboratories for q ovide the designer with essential 
correction  factors which  include  the  effects  of  new materials  and manufacturing  techniques 
and, to some extent, bridge the gap between the buckling and post‐buckling behaviour of the 
computational model and the realistic structures. 

e. To build confidence in multipurpose computer programs.  
Extensive experimental verification  is an essential element to bring forth confidence in a large 
computer  program.  This  is  therefore  a  primary  motive  for  buckling  and  post‐buckling 
experiments, which becomes more important, as the programs become more sophisticated and 
ambitious.  Though  some  developers  of  programs  have  promoted  and  applied  extensive 
experimental confirmation, more correlations of the results obtained from computer programs 
with test results are required. 

f. To test novel ideas of construction or very complicated elements of a structure.  
Exploratory tests of new concepts have been used extensively by aeronautical, civil, mechanical 
and ocean engineers, and will continue to be an important tool. Furthermore, if the structure is 
elaborate  and  has many  openings with  complicated  stiffening  and  load  diffusion  elements, 
model  testing may  sometimes  be  less  expensive  and  faster  than  computation with  a  large 
multipurpose program, even in the detailed design state. 

g. For buckling in complex problems. 
Experiments can therefore be preferable in areas where computation is cumbersome, expensive, 
and difficult to  interpret reliably, though experiments too present many difficulties. Examples 
are  buckling  under  dynamic  loading,  buckling  in  fluid‐structures  interaction  problems, 
buckling in thermo‐mechanical loading … 
Theory and numerical computations should follow these experiments closely, to reinforce and 
broaden the partial understanding of phenomena that the experiments will provide. 

uite some time to come, as they pr
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h. For verification by tests of full scale structures.  
This  is  the  typical  industrial  task, which will  continue  till model experiments are  sufficiently 
advanced  and  integrated  with  computation  to  eliminate  the  necessity  for  them.  Here 
computerization of data acquisition and reduction has made great strides, and has significantly 
advanced the accuracy of measurement and interpretation. 

12.2 Design output 
Tests should be prepared and performed with the  jective of giving data for the design phase. Thus, 
the realization of the tests can be done at several levels: tests on elementary sample, tests on structural 
elements and test on full scale structure.  

The  tests   first 
under ure. 
Result

The tests on structural elements allow to understand and to validate the global behaviour. In general, 
the efforts applied to these panels are elementary loads, combined or not, but not representative of the 
loading  combination  of  the  full  structure.  These  tests  on  structural  elements  can  also  be  used  for 
analyses  of  sensitivity  to  various  parameters  (geometrical,  material  or  boundary  conditions  for 
instance). 

The  test  on  a  complete  structure  is  performed  in  the  frame  of  the  qualification  phase,  where  the 
objective is the validation of the dimensioning choices, especially through the model correlation. This 
type of test  is more complex and therefore more delicate to realize:  it needs to take  into account the 
whole loads applied to the real structure. These loads are determined within the phase of selection of 
dimensioning cases (see Chapter 8.4). Through the combination of elementary load cases (mechanical, 
pressure, thermal) respecting the time‐consistency, the dimensioning  load case for buckling can also 
be extracted. This selection  if performed  through analysis with representative adjacent structures  in 
order to ensure realistic boundary conditions. Therefore, for the buckling test,  it  is necessary to take 
into  account  the  load  history  (i.e.  loading  sequence  representative  from  the  in‐service  life)  and 
representative boundary conditions. 

Thus,  for  each of  the  level of  tests,  specific methods  should be  followed with dedicated models  (if 
needed), dedicated instrumentation and devoted test facilities. 

12.3 Objectives of the test 
Generally speaking, experiments aim not only to verify theories. They explore the physical behaviour 
near buckling, at buckling and  in  the post‐buckling  range and  they also yield  empirical data upon 
which design guidelines can be based. 

The design of a proper experiment is determined by its main purpose.  

If  it  aims  at  verifications  of  a  theory,  the  experiment  should  be  carried  out  under  as  “perfect” 
conditions as possible, with specimens made as accurately and measured as carefully as possible, and 
from a material whose composition can be conveniently controlled and measured, and with boundary 
conditions that can be determined as accurately as possible and simulated adequately in the theory. If 
the physical behaviour is to be explored, and primarily in the post‐buckling range, specimens made of 
materials  that  behave  elastically much  beyond  the  buckling  loads, may  be preferable  though  their 
behaviour  significantly  differs  from  that  of  structural  materials  used  in  practice.  All  these 
understanding phases can use some tests at elementary level or at structural elements level. 

ob

  on  elementary  samples  allow  the  determination  of  the  buckling  critical  load  and  the
standing  of  the material  behaviour  under  buckling.  Samples  are  loaded  up  to  final  fail
s are used to determine the allowables used in the dimensioning of the full structure. 
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On the other hand, if the data obtained in the experiment is to be employed for design guidelines, the 
specimens should simulate the real structure, as well as boundary conditions and environment. In that 
case, the test should be performed at full scale level. 

Besides, it can be that some of these impressive large‐scale tests are contractual. When they take place 
the design and tooling is so advanced that only design modifications are tolerable. A mayor purpose 
is also the verification of the stiffness model and, hence, a demonstration that clearance requirements 
are met and residual distortions remain within acceptable limits (yield conditions). 

n  and  testing  phase”,  cf.  rows  of  the  table)  as well  as  on  the  aspects 

12.4 Test plan 
Table 12‐1 is an attempt to describe a typical test plan, indicating what should be taken into account 
for  performing  a  buckling  test.  It  is  organized  into  elements  depending  on  phases  (“preparatory 
phase”  and  “implementatio
“structure”, “measurements” and “test facility” (cf. columns of the table). At the end of the table the 
activities concerning these aspects are more and more merged.  
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Table 12‐1: Typical test plan 
Objectives of the test 

“Preparatory phase” 
‐ Objectives and constraints of 
structure design 

‐ Loading and boundary 
conditions 

‐ Scaling 

‐ Responses to be measured 

‐ Methods of measurement 
(sensors) 

‐ Compatibility of methods 

‐ Instrumentation scheme 

‐ Data acquisition 

‐ Control of the test 

‐ Loading procedure 

‐ Load/displacement 
introduction and linkage of the 
structure 

“Implementation and testing phase” 
‐ Design, manufacture and 
inspection of the structure 

‐ Application of the 

‐ Design and manufacture of the 
sensor assembly  

‐ Calibration of sensors 

acquisition  

‐ Application of strain gauges, 
etc. 

‐ Sensor function test 

‐ Design and manufacture of the 
test set‐up  

‐ Operating program 

control parameters 

‐ Check of operating program 
and loading process 

‐ Mounting of the structure 

‐ Installation of measurement 
devices 

‐ Check of measurements  

load/displacement introduction 

‐ Taking actual data 
‐ Soft‐ and hardware for data  and adaptation of loading 

Structure  Measurements  Test facility 

Documentation of the test set‐up 

Final system check 

Testing 

Data processing and preliminary test evaluation 

Documentation of the testing parameters and of the test results 

 

12.5 Test procedures 
In the test procedure, some important points should be remembered.  

These are obviously only general guidelines. 

a. Preparation of the structures  

The structures should be prepared according to the test that is performed. 

For example, it could be necessary that both ends of the specimen are milled, or that base planes are 
welded to the specimen ends, matching the geometric centre of the specimen to the centre of the base 
plate. The welding  procedure  should  be  such  that  compressive  residual  stresses  at  the  flange  tips 
caused by the welding are minimized.  
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b. Initial dimensions  
Detailed initial measurement of the structure and of its geometric imperfections is important. So 
it is convenient to accurately measure them. 

c. Aligning the structure  
Aligning  the  structure within  the  testing machine  is  an  important  step  in  testing procedure, 
prior to loading.  
In some cases, the structure should be aligned centrally loaded. In this approach the specimen is 
aligned under  load  such  that  the  axial  stresses  are  essentially uniform. The  objective  in  this 
alignment method  is  to maximize  the  load  by minimizing  the  bending  stresses  caused  by 
geometrical imperfections of the specimen.  
In other cases, the structure is carefully aligned geometrically, but no special effort is made to 

  critical  cross  section.  Geometric  alignment  is 
performed  with  respect  to  a  specific  reference  point  on  the  cross  section.  The  method  of 
geometric alignment is recommended for columns as it is, generally, simpler and quicker. As a 
matter  of  fact,  in  recent  years  the  first method  has  practically  disappeared,  and  geometric 
alignment  with  exact  measurement  of  initial  out‐of‐straightness,  coupled  with  analytical 
strength predictions, is generally used. 

d. Instrumentation  

The instrumentation has changed markedly in recent years due to progress made in measuring 
techniques and data acquisition system, and  it  is now possible to obtain automatic recordings 
and plotting of the measurements. Such recordings are more convenient and more precise than 
manual readings. 
The  most  important  records  needed  are  the  applied  loads  and  the  corresponding  lateral 
displacements, twist, and shortening.  
Strains are measured using strain gauges. With modern multi‐channel data loggers more strain 
gauges can be readily used to obtain additional check data and thus improve the reliability of 
the test. 
The overall shortening and the lateral deflections can be recorded by the use of potentiometers 
or LVDT’s. 
A dedicated chapter comes back on the different means of instrumentation (see Chapter 13). 

After  the specimen  is aligned  in  the  testing machine,  the  test  is usually started with an  initial 
load  of  1/20  to  1/15  of  the  expected maximum  load. At  this  load  all measuring  devices  are 
adjusted for initial readings. 
Further  load  is applied  slowly and  the  corresponding deflections are  recorded  instantly. The 
curve are plotted until the maximum load is reached.  
One should note that in general the dynamic curve is larger than the static one. This means that 
a specimen can sustain a considerably higher buckling load if the load is applied rapidly. 

f. Presentation of test data 
The results of the test are most clearly presented in diagrammatic form. For example, the mid‐
height load‐deflection curve can be reported. 
The  behaviour  of  the  specimen under  load well  into  the post‐buckling  region  is determined 
with the assistance of measurements of lateral deflections and strains at selected points. These 
measurements can be compared to theoretical predictions. 

secure  a  uniform  stress  distribution  over  the

It  is usually desirable  to measure  the more  important deflections  and  twists  to  compare  the 
behaviour of the structure, with theoretical predictions of behaviour.  

e. Testing  
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g. Evaluation of the test results 
The test results can be evaluated by comparing the experimental load‐deflection behaviour, or 
axial strain‐bending strain behaviour, and the theoretical prediction.  
A  preliminary  theoretical  prediction  can  be  made  on  simplified  assumptions  of  material 
properties, residual stresses, etc. The prediction can be improved if the actual residual stresses 
and the variations in material properties are used in the analysis.  

12.6 Test facility 

12.6.1 Overview 
The test facility should be able to allow to test the structure according to the objectives of the tests; e.g. 
to understand basics of  the buckling phenomenon, or  to produce an experimental  reference  for  the 
purpose of software validation, or to verify the required behaviour of a real large structure.  

12.6.2 Mounting system 
The mounting system should follow the objectives of the tests.  

In the case of verification tests, the mounting system should reproduce as much as possible the real 
conditions of the structure, whereas for software validation tests the pre‐dominant aspect is that the 
boundary conditions are well known. 

In any case, the boundary conditions of the specimen should be well defined. 

The tolerances of the moving parts should be limited to a few microns. 

The test rig should accommodate the structure in a manner that does not give rise to residual stresses 
and edge distortions. 

Much  care  should be  taken  in order  to minimize  the energy  stored  in  load application devices,  i.e. 
reaction points (to be as stiff as feasible), whiffle trees,  jacks and accumulators. It is certainly wise to 
make attachments as rigid as possible. 

The system should provide a uniform clamping force distribution, and no significant stresses should 
be  generated  by  the  clamping  method  or  device.  For  example,  in  pressure  tests  with  air  the 
pressurized volume should be minimized for safety reasons and to allow quick unloading. 

procedure 
The load introduction should be chosen to meet the test objectives.  

Load application can be done via structural hard points or simulated interfaces.  

In the general case of compressed structures it is desirable to have constant load distribution, and the 
buckling  test  is better performed  in  a displacement‐controlled mode. Consequently,  the  load  level, 
which should be applied smoothly to the structure, depends only on the  imposed displacement and 

d level is not detrimental or impairing the function of the 
structure. 

12.6.3 Loading 

on the structural response. 

If  the buckling  test  requires  that buckling occurs,  load or displacement  increments  should be  small 
enough  to  allow  an  accurate  estimation of  the buckling  load.  Indeed, many  tests  are performed  to 
demonstrate that buckling at verification loa
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The  “recommendations  for  good  practice”  in  the  case  of  static  loading  tests  on  structures  (which 
include buckling) are listed next: 

The loads should be applied by hydraulic or screw jacks. A system of control should be provided. 

d‐measuring system should present an overall accuracy and repeatability. 

Loading jacks and load cells should be provided with spherical bearings or suitable alternatives. 

The  reaction bearings  should be designed  so  that  the position  and directions of  the  load  reactions 
n within defined limits during loading. 

Where  additional  loading or  reaction points  are needed  to provide moment  and  shear  in  required 
portions, local stiffening is needed to form a satisfactory load path into the specimen. 

The  stability  of  the  test  specimen  (in  the  test  rig) when  under  load  (in  the  event  of  catastrophic 
collapse) should be carefully considered. 

 the test, 
but load control during the predominantly elastic stages is optional. 

d should be applied  in  increments  interrupted with pauses  for  the making of measurements 
and observations. 

The rate of application of load should be such that in the most highly stressed part of the specimen, 
the rate of change of strain should not exceed 300 microstrain per minute. 

After each increment of loading, sufficient time should be allowed for the structure to reach a stable 
condition before measurements are made. 

If  after  any  increment  of  loading  the  need  for  a  close  examination  of  the  structure  delays  the 
application of the next increment, then an additional set of load and gauge measurements should be 
made. 

The  entire  loading  history  of  the  structure  should  be  recorded  and  this  should  include  the  loads 
sustained at each increment of loading. The first application set of load is particularly important. 

When  loading  to  collapse has been  commenced  and  substantial plastic  flow has occurred  then  the 
program of the incremental loading should not be interrupted until the test is complete. 

Time related recordings of  the model behaviour should be made at selected stations as  the collapse 
condition is approached. The collapse load should be defined as the maximum load sustained. 

12.6.4 Data acquisition 

12.6.4.1 Overview 

Both hardware and software are necessary for data acquisition. 

12.6.4.2 Hardware for data acquisition 

The circuitry and recording instruments are essential elements of many measurement systems.  

The  multichannel  versions  of  the  circuitry  and  recording  instruments  are  usually  called  data 
acquisition system. 

Data acquisition system can be classified into three groups: 

a. Basic instrumentation system.  
The basic  instrumentation system,  for one or a  few sensors,  includes  the essential elements of 
one (or more) channel system without sophisticated scanning devices. 

The loa

relative to the specimen remai

The  loading  jacks should be operated under deflection control during the  inelastic stages of

The  loa
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b. Data loggers.  
Data loggers serve primarily for acquiring and recording the data measured by tens of sensors, 
though most manufacturers offer add‐on scanners  for expanding  the capacity  to hundreds of 
channels. 

c. Computer‐based data acquisition systems.  
The modern computer‐based data acquisition systems feature high sampling rates and a large 
channel capacity, they can swamp the user with information. 

12.6.4.3 Software for data acquisition 

The data acquisition software can be divided into the following categories: 

a. Software for off‐line data analysis 

b. Software for on‐line data analysis 

Off‐line analyses are executed after the test is finished. They are based on ad‐hoc developed tools or, 
more frequently, on standalone data analysis software packages. The only requirement that should be 
verified is that test data are allowable in a format compatible with the chosen data analysis packages.  

The on‐line data analysis  is much more critical and generally based on specifically developed  tools 
able to communicate with all the hardware devices used during test. In particular, the software should 
guarantee, during testing activity, the full control of all the following parameters: 

1. Applied displacement (force); 

2. Displacement (force) rate; 

3. Resulting displacements (forces) in all the selected measurement points; 

4. Deformations  reached  in  all  the  selected  measurement  points  equipped  with  strain 
gauges; 

5. Pressure of hydraulic ram; 

6. Deformed shape (if measured); 

7. Load‐displacement curve 

12.7 Documentation of the test 
Each test should be documented and should contain at least the following information: 

a. Structure identification. 

b. Description  of  the  structure:  dimensions,  materials,  manufacturing  method,  preparation 
method, store life, initial state of the structure as reported in the NDT pre‐test report. 

c. Description  of  the  testing  equipment  and  conditions: mounting  system,  loading  procedure, 
measurement  systems,  temperature  conditions, measurement plan  explaining  and describing 
the choice of the measurement system and the location of the sensor. 

d. All data acquired, before, during and after the tests, in the form of tables and/or graphs. 

e. Description of the buckling mode, failure mode. 

f. Place, operator and date of test. 

g. Any deviation and/or anomalies of the test. 

h. Comments, photographs, etc. if any. 
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13 
Instrumentation 

13.1 Introduction 
The instruments described hereunder are not especially devoted to buckling and are usually used for 
general mechanical  tests  (see Ref.  [1]  and  [2]).  Selected  advanced measurement  systems which  are 
appropriate for buckling experiments, are also described in Ref. [3].  

The  instrumentation  is  used  before,  during  and  after  tests  (see Chapter  12  Buckling  experimental 
methods and design verification by tests). 

13.2 Measurements 

13.2.1 Classification of measurement techniques 
The measurement techniques in structural testing can be classified into three groups: 

a. Point  techniques are experimental approaches  in which measurements of  the  response of  the 
structure are made, with various measurement devices or sensors, at one or more locations on 
the structure. The behaviour of the whole structure, or a part of  it,  is then obtained,  in such a 
point  technique,  by  assembly  of  the  different  point  data,  their  reduction,  synthesis  and 
comparison with analytical or numerical predictions. 

b. Whole or full field techniques are experimental techniques that directly present the response of the 
whole structure, or a part of  it, or  in other words perform  themselves  the required synthesis. 
These techniques (for example Moiré, photoelastic coating, holography, modal analysis) usually 
employ  some  optical  system  to  observe  a  large  portion  of  the  structure  and  are  therefore 

our of surfaces of the structure that can be scanned by cameras or 
other optical devices. 

c. Non‐destructive  test  techniques  (NDT)  can  present  both  point  or whole  field  response  of  the 
structure. They differ, however,  from  the previous  techniques by  their emphasis on  the non‐
destructive nature of the test, i.e. by ensuring that the structure will remain entirely intact and 
in  the case of  instability will not buckle or collapse. Usually  these NDT methods  involve  the 
application of some  type of energy  to  the structure  (mechanical vibrations, X  rays, ultrasonic 
signals,  etc.)  or  rely  on  some  specific  response  of  the  structure  (such  as  acoustic  or  thermal 
emissions) as the diagnostic indicator. 

generally related to the behavi
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13.2.2 Measurements before the tests  

13.2.2.1 Inspections 

The following inspection of the structure are suggested: 

a. Geometric imperfections on the internal and external surfaces (by dimensional control) 

b. Thickness variation (by dimensional control) 

 delaminations (by NDT) 

d. Weight 

If installation of the structural element in the rig causes the measurable imperfections to change, then 
the resulting stress field and geometric imperfections should also be evaluated. 

13.2.2.2 Pre-test activities 

a. store the article in constant environmental conditions prior to testing 

b. cast the article stress‐free into the rig 

c. have the hydraulics constantly running 

e. set deformation reference to zero 

13.2.3 Measurements during the tests 
It  is  important  that  during  the  test,  the  load  and  the  displacement  are measured  directly  on  the 
structural element, and that the accuracy and the uniformity of the loading process are continuously 

c. Post‐buckling pattern 

d. Selected strain gauges measurements 

Strain recording should be applied in an area which is (locally) buckled. This buckling area is assessed 
through prediction task. The strain gauges should be applied in a back‐to‐back configuration. 

In addition, frequency resonance monitoring can also be considered, for dynamic test especially. 

Besides,  in  cyclic  tests  it  can  be  observed  that  stringer,  flanges  or  panels  distort  repeatedly.  This 
observation  can  lead  to  fracture mechanics  considerations. Again,  deflections  are  to  be monitored 
while there are minor changes to monitor local strain cycles. Otherwise, repair schemes can be tested 
and crack growth assumptions evaluated. 

The following inspection of the structure are suggested after the tests: 

a. Failure 

c. Defects and

Before the tests, it is mandatory to: 

d. shade sun radiation or other heat source 

verified. 

The following measurements are suggested: 

a. Loads 

b. Selected displacements 

13.2.4 Measurements after the tests 
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b. Delaminations 

There has to be visual inspection, as well as inspection through NDT (non‐destructive test techniques). 

13.3 Measurements system 

13.3.1 Introduction 
Usually, the following measurements are taken: 

a. Strains 

d. Pressure 

e. Temperature 

sured in experimental mechanics since it is the geometric 
quantity  that defines  the deformation of  the  loaded structural element. With  the aid of  the  relevant 
stress‐strain relation, the strain also indicates the stress acting on the element and therefore represents 
an  indicator of possible failure at a point. In the case of buckling the strain  indicates  its  initiation as 
well as the growth of the buckling deformation. 

Strain is usually determined by measurement of one displacement component after loading, say Δu, 
over a small portion of the structural element along the short line segment l0. This displacement Δu is 
converted to strain through division by the original length of the segment l0 (i.e. εx =Δu/ l0).  

 as  required by  the definition  for strain. The error  involved depends upon  the  strain 
gradient and the length of the line element l0, which represents the gauge length. 

Since the length of the line segment (the gauge length) may cause significant errors, much effort has 
been expended in reducing l0. But as the size is reduced, mechanical difficulties appear and the strain 
to be measured becomes a very small quantity, accompanied by stringent accuracy requirements. The 
position should be accurately determined through prediction analysis.  

The task of the strain gauge in measuring strain is essentially to determine the displacement between 
two points some distance  l0 apart. Strain gauges can be classified  into  four groups according  to  the 
principle employed in their construction:  

a. Electrical 

b. Semiconductor 

c. Optical 

d. Fiber‐optics 

b. Displacements 

c. Force 

13.3.2 Measurement of strain 

13.3.2.1 Overview 

Strain is probably the primary quantity mea

Strain measured in this manner is not exact, since the measurement is over some finite length l0 and 
not at a point,
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13.3.2.2 Electrical strain gauges 

Since  the  forties,  electrical  bonded  resistance  strain  gauges  have  practically  conquered  the  entire 
world of strain measurement. Electrical strain gauges are essentially instruments indicating any strain 
in the body to which they are attached by a proportional change in some electrical characteristic of the 
gauge. The electrical variables commonly employed are  resistance,  inductance and capacitance, but 
the piezoelectric effect has also been widely used in recent years. 

However,  the  dominant  type  of  electrical  strain  gauge  nowadays  is  the  electrical‐resistance  strain 
gauge (Figure 13‐1). 

 

Figure 13‐1: Typical metal foil electrical‐resistance strain gauge 

A typical metal foil bonded resistance strain gauge consists of the strain sensing element, the grid, a 
thin film that serves as an  insulator and a carrier for the strain sensing grid, the matrix and tabs (or 
terminals) for lead wire connections. 

Standard metal  foil  strain  gauges have  a normal  temperature  range  of  ‐75°C  to  175°C, with many 
v day are self‐

l  expansion 

lengt
resistance strain gauges have a resistance of 120 ohms, though higher resistance gauges are sometimes 

Because  of  the many possible  configurations  of metal  foil  strain  gauges  (see  Figure  13‐2),  one  can 
select a near optimum configuration of a single‐element gauge, two‐element or three‐element rosette 
or other suitable layout for each specific application. 

types ha ing extended temperature ranges, such as ‐270°C to 250°C. Most strain gauges to
temperature  compensated  (S‐T‐C)  for  use  on  structural materials with  specific  therma
coefficients. The strain range for most strain gauges is ±1.5 to ±3 percent, with several types extending 
to ±5 percent for gauges of over 3 mm length.  

For measurements of post‐yield strains, or  in  the deep post‐buckling  range, special high‐elongation 
strain  gauges  are  available, with  up  to  ±20  percent  strains  for  over  3 mm  h. Most  bonded 

employed, primarily in transducer applications and on composite structure. 

The  sensitivity,  or  output produced  by  a  resistance  strain  gauge,  is  called  the  gauge  factor  and  is 
defined by 

GF = (∆R / R0) / (∆l / l0)  13‐1 

where R0 is the initial unrestrained resistance of the gauge. Nominal gauge factors for commonly used 
alloys  are:  for  constantan  alloy  (in  S‐T‐C  form) GF  =  2.05;  for  annealed  constantan  (used  in  high‐
elongation gauges) GF = 2.00; for nickel‐chromium alloy GF = 2.1; and for isoelastic alloy GF = 3.2. 
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a) s ngle‐element gauge; b) single‐element gauge; c) single‐element gauge; d) two‐element rosettes; 

e) two‐element
i

 rosette; f) two‐element stacked rosette; g) three‐element rosette; 

agm gauge; l) stress gauge; m) single‐element gauges for use in concrete. 

Strain s are usually bonded to the structure with special adhesives, but weldable strain gauges 
are also available in several configurations. 

There are also some special applications  in which  the strain gauges are unbonded,  the  free‐filament 
g t of 

wire, w ‐sprayed or brush‐painted onto a ceramic adhesive.  

13.3.2

ic is a 
much  developed in the fifties and since the early sixties, semiconductor 
or  piezoelectric  strain  gauges  of  many  types  have  been  commercially  available  from  several 
manufactures. 

The  backed  gauges  usually  have  phenolic  or  epoxy  type  backing  and  nickel‐plated  copper  ribbon 
leads  or  printed‐circuit  type  soldering  tabs.  The  unbacked,  or  unbonded  gauges,  often  have  gold 
wires, which are several centimeters long for ease of handling. 

In addition  to  their very high sensitivity,  the semiconductor materials have another advantage over 
metallic alloys  in strain gauges. Since  their  resistivity  is about 1000  times  that of  the metallic alloys 
employed  in  strain  gauges,  the  semiconductor  strain  gauges do not  need  grids  but  are  very  short 
elements. The semiconductor gauges are therefore suitable for measurement of extremely small strains 
and  hence  are  extensively  used  in  miniaturized  or  high  signal  output  transducers.  Typical 

h) three‐element rosette; i) three‐element stacked rosette; j) torque gauge 
k) diaphr

Figure 13‐2: Metal foil electrical‐resistance strain‐gauges 

 gauge

wire  auges, used primarily  in high‐temperature environments. They consist of a single  filamen
hich is flame

.3 Semiconductor strain gauges 

Semiconductor strain gauges represent a different category of gauges, whose main characterist
 higher sensitivity. They were
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semiconductor  strain  gauges  range  from  1  to  13 mm  in  length,  and  their  filament  cross‐sectional 
dimensions are about 0.13 x 0.013 mm. 

13.3.2.4 Optical strain gauges 

Since  the  beams  of  light  are weightless,  free  of  friction  and  easier  to manipulate  than  syste
mechanical  levers, considerable efforts were expended  in  the  first half of  the 20th century  to em
light‐beam ampl

A well‐known e
mirror combination of the gauge results in high accuracy (within a few microstrains). It is one of the 
few mechanical‐optical gauges also suitable for measurement of dynamic strains. 

tical strain gauges have been developed using coherent  light (from 
tion  strain gauge  is  a  typical  example of  these developments.  It  is 

comparatively easy to install, provided the structure can be observed during the test. If the blades are 
made of the same material as the test specimen, the gauge is automatically temperature‐compensated, 
which is an advantage for strain measurement at elevated temperatures. 

The interferometric strain gauge is another example of optical strain gauges exploiting the capabilities 
of coherent light sources. It measures the strain without any reinforcing efforts or bonding problems, 
while, as in the case of the diffraction strain gauge, temperature compensation is automatic. 

 sensors 

ively new technology that was made possible by the development of 
low‐loss, single‐mode optical  fibers  in  the early seventies. Since  then a wide variety of optical  fiber 

magnetic fields, displacement, acceleration and other applications, including 
strain, have been developed.  

The  primary  advantages  offered  by  optical  fiber  sensors  are  high  sensitivity,  immunity  to 

 

der  and mechanical  binding 
posts) and in certain circumstances switches and slip rings. They can also be the areas where problems 
arise in operation. 

13.3.3 Displacement sensors 

13.3.3.1 Overview 

Though  strain  is  actually  determined  from  the measurement  of  a  local  in‐plane  displacement,  the 
average  displacements  over  larger  distances  are  often  not  the  quantity  of  primary  interest.  But  in 
buckling  and  post‐buckling  tests  displacements,  and  in  particular  out‐of‐plane  displacements, 
characterize  the  wave  form  and  amplitude  of  the  buckling  deformation,  and  therefore  the 
measurement of displacement is of prime importance in this case. 

ms  of 
ploy 

ification in various instruments and in particular those for measurement of strain. 

xample of  these  is  the Tuckerman optical  strain gauge,  in which  the very  sensitive 

Since the early seventies, new op
gas  and  ruby  lasers). The diffrac

13.3.2.5 Fiber-optics strain

Optical fiber sensors are a relat

sensors for temperature, 

electromagnetic  interference, relative  insensitivity to harsh environments,  large bandwidth and high 
data rates, geometric versatility, compatibility with optical fiber telemetry, and no Joule heating. These 
advantages have contributed to the rapid development of optical fiber sensors and have significantly 
enhanced the design of optical fiber sensors of all types.

13.3.2.6 Strain gauge circuits and instrumentation 

The strain gauge system includes, in addition to sensors, the appropriate circuitry (mostly employing 
the basic Wheatstone bridge circuit) and recording instruments. The main circuit components are the 
strain  gauges,  lead wires,  connecting  circuit  joints  (including  both  sol
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The  initial geometric  imperfections,  i.e.  the  initial out‐of‐plane displacements, strongly  influence  the 
buckling strength of structural elements,  in particular of shells. Hence,  their measurement has been 
adopted as an essential task in any buckling experiment, especially in the case of shells. 

Similarly, the measurement of the pre‐buckling and post‐buckling growth of these initial out‐of‐plane 
displacements, as well as the determination of the buckling and post‐buckling shapes from these data, 
are considered imperative elements of all buckling tests. Also, integrated in‐plane‐displacements like 
end shortening are requisite measurements because they characterize the pre‐buckling, buckling and 
post‐buckling  behaviour  as  well  as  the  actual  boundary  conditions  of  structural  elements.  Since 
vibrations are often employed to simulate general instability of structures or determine their effective 
boundary  conditions  as  in  vibration  correlation  techniques,  vibration  modes  are  also  mandatory 
measurements in many tests. 

Hence  the  measurement  of  displacements  is  one  of  the  fundamental  assignments  in  buckling 
experiments and many types of probes and recording instruments have therefore been developed for 
this purpose. 

13.3.3.2 Potentiometers 

The  simplest  type  of  displacement  transducers  is  variable‐resistance,  or  resistive  potentiometers 
(Figure 13‐3). The simplest form of potentiometer is the slide‐wire resistor.  

Linear potentiometers are available in several lengths up to about 1 m and with a resolution down to 
0.001 mm. Similar potentiometers  for angular displacement measurements, sometimes called  rotary 
potentiometers, are also commercially available for a wide range. 

 

Figure 13‐3: Linear and angular potentiometers 

Generally,  the  most  commonly  used  displacement  transducers  are  Linear  Variable  Displacement 
  the  first electrically based displacement measurement 

systems and have been extensively employed since the late thirties.  

i  the higher sensitivities being associated 
with short‐stroke LVDT’s of ±2 mm operating range and the lower ones with long‐stroke LVDT’s of 
±150‐500 mm operating range.  

The  LVDT  removes  no  energy  from  the  structural  element  being measured  if  there  is  no  friction 
between the core and shell of the transducer, which can be ensured by careful core alignment. 

 

13.3.3.3 LVDT 

Transducers  (LVDT)  (Figure 13‐4). They were

Sensitivit es vary from 0.16 to 2.6 Volt/mm of displacement,
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 Variable Displacement Transducer (LVDT) 

13.3.3.4  

Closely related to LVDT’s  is a family of displacemen  motion picku lled variable  inductance, 
variable reluctance or variable permeance, transdu .  

The physical shape and size of a Linear Variable Reluctance Transducer  (LVRT) are very similar  to 
those of an LVDT.  

There  are  other  types  of  displacement  pickups,  such  as  capacitance  transducers,  eddy  current 
onconducting transducers, piezoelectric transducers and inductive proximity sensors. Most of these 

transducers are noncontact pickups, which makes them  indispensable for very thin walls. However, 
some  of  them  can  cause  problems  that  require  special  consideration  (such  as  the  temperature 
sensitivity of the capacitance sensor or the “seeing” of the stiffeners by eddy current pickups). 

13.3.4 Optical methods 

13.3.4.1 Overview 

Optical methods  possess  the  advantage  to  observe  relatively  large  portions  of  the  structure  and 
directly present  their  total response. They are  therefore primarily  full‐field  techniques, but  they can 
also be employed as point techniques.  

The optical methods used in structural testing can be classified into five groups: 

a. Basic methods, including high‐speed photography 

b. Photoelasticity and photoelastic coatings 

c. Moiré interferometry, including intrinsic‐Moiré, shadow Moiré, projection Moiré and reflection 
Moiré 

d. Holographic interferometry and speckle methods 

e. Photogrammetry 

13.3.4.2 Basic optical methods 

Basic optical methods include all the uses of the weightless light beams in instruments. 

However,  for buckling experiments, high‐speed photography  is evidently  the most  important basic 
optical method.  Two  types  of  photographic  techniques  can  be  applied:  still  photography,  such  as 
single‐flash stop‐action or multi‐flash techniques, and motion‐picture photography. 

Figure 13‐4: Linear

Other displacement sensors

t or ps ca
cer

n
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High‐speed motion picture photography  is  employed  in  the  study of buckling  initiation  and post‐
buckling behaviour of structural elements. Relatively small, portable cameras with picture frequencies 
up to 20000 frames/seconds are available and widely used today. Larger, more complex and expensive 
cameras with picture frequencies up to several million frames/sec are also attainable for special high‐
speed requirements. 

Brittle coating can be considered as an optical method since it is a full‐field technique that depends on 
visual or photographic observation. This method consists of applying a brittle coating on the surface 
of the part to be tested and analyzing the cracks  in the coating that appear due to  loading. It can be 
used  to  locate  areas  of  large  strain,  determine  directions  of  principal  stresses,  measure  stress 
concentrations  and  indicate  localized  plastic  yielding.  In  buckling  tests  its  application  is  limited 
primarily  to  relatively  thick‐walled structures and  to plastic buckling, since  in  thin‐walled elements 
the coating would stiffen the structure and thus indicate a fictitious higher buckling strength. 

13.3.4.3 Photoelasticity and photoelastic coatings 

Photoelasticity  is  an  experimental  technique  for  strain  and  stress  analysis  that utilizes  the  effect of 
strain or stress upon light. Photoelasticity infers stresses from their optical effect, called birefringence 
or double  refraction. This optical  effect was observed  and  studied  in  the middle of  the nineteenth 
century but became an experimental method for strain and stress only in the first half of the twentieth 
century, with the development of the appropriate resins and plastics.  

In recent years the traditional applications of photoelasticity have mostly been taken over by modern 
numerical  techniques, but new developments  in  lasers,  fiber optics and digital methods  for pattern 
recognition, as well as computerized data acquisition and analysis, have enhanced and  invigorated 
the use of this technique. 

13.3.4.4 Moiré methods 

Today the word “Moiré” is used to denote the interference fringes created by the superposition of two 
or more geometric patterns. The Moiré  effect occurs whenever  two  similar, but not quite  identical, 
arrays of equally spaced lines or dots are placed so that one array can be viewed through the other. In 
experimental mechanics  the Moiré  technique  is  defined  as  the  utilization  of  the Moiré  patterns  to 
measure displacements of surfaces and their strains (Figure 13‐5). 

   

Figure 13‐5: Moiré effect and patterns: for aligned grids of different pitch and for 
identical grids mutually inclined 

The Moiré techniques can be classified into four basic methods: 

a. Intrinsic‐Moiré method, or In‐Plane Moiré method, providing displacements of the points of a 
surface with respect to their initial position. The Moiré patterns in this method are the result of 
geometric  interference  only.  They  essentially  magnify  the  distortions  of  the  motifs  (like 
equispaced parallel  lines)  to provide  a visual picture  of  the  variable  throughout  the  viewed 
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area.  The  primary  purpose  of  this  method  is  the  determination  of  in‐plane  strains  and 
displacement. 

b. Shadow Moiré. This method provides displacements of the points of the observed surface with 
respect  to a reference surface. The purpose of  the method  is  the measurement of out‐of‐plane 
displacements. 
To obtain a shadow Moiré pattern, the surface to be measured is prepared by spraying it with a 
matt white paint. A  linear reference grating, made up of black bars and clear spaces on a flat 
glass plate,  is placed directly  in front of the surface. A collimated  light beam  is directed at an 
oblique  incidence  through  the master grating onto  the  test surface. The shadow of  the master 
grating on  the  test  surface  serves as  the  spacing grating. When  the  test  surface  is viewed  (or 
photographed)  at  a  right  angle  to  the  surface, Moiré  fringes  form  as  a  result  of  interference 
between  the  lines  of  the master  and  its  shadow.  The  out‐of‐plane  displacements  can  then 
determined from the Moiré fringes. 
The collimated light can be replaced by a point light source, but then the camera (or viewpoint) 
should be equidistant from the grating. 
For buckling and post‐buckling experiments the shadow Moiré method is widely employed to 
outline and measure the buckle pattern. 

c. Projection Moiré. This method is essentially an extension of the shadow Moiré technique and is 
sometimes  considered  to  belong  to  the  same  group.  In  this method  a  specimen with  a matt 
white  surface  is  illuminated by  an  array of uniformly  spaced walls of  light. The  illuminated 
specimen is photographed twice, first in the unloaded condition and then on another film after 
the  loads have been applied. After development,  the  two  films, when  superimposed, yield a 
Moiré pattern. There are also other variations of projection Moiré,  in which different gratings 
are projected onto the test surface. 
Projection Moiré,  like  shadow Moiré, measures  out‐of‐plane displacements. Projection Moiré 
has the advantage over the shadow method that no element of the apparatus has to be close to 
the test surface, but at the expense of more complicated optical systems. 

d. Reflection Moiré,  provides  the  slopes  of  the  surface with  respect  to  the  reference  state. The 
method is used in the study of plates in bending and similar problems. The plate to be studied 
is polished on one side so as to act as a mirror. A flat master grating, with a hole in its center, is 
placed  at  a distance  from  the plate. A  camera  is  aimed  at  the plate  through  this hole  and  a 
double exposure is made, first undeformed and then distorted under load, the superposition of 
the two grating reflected images producing Moiré fringes. 
In  buckling  studies  out‐of‐plane  displacements  are  of  principal  interest,  and  therefore  only 
those  Moiré  techniques  that  measure  them  (like  shadow  Moiré)  are  usually  considered. 
However, high‐sensitivity Moiré, and in particular Moiré interferometry, which focuses on in‐
plane deformations, has experienced outstanding progress  in recent years. Hence,  though  the 
new  methods  relate  mainly  to  crack  propagation,  dynamic  loading,  thermal  stresses  and 
advanced composites, experimentalists  in  the  field of structural stability should watch out for 
further developments  in high‐sensitivity Moiré  that have potential application  to  their  future 
tests. 

These methods can be used as a qualitative measurement system or as a quantitative measurement 
system. In the first case, they need a complementary method to monitor the out‐of‐plane displacement 
for buckling. 
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13.3.4.5 Holographic interferometry and speckle methods 

Holographic interferometric methods require a stable optical table. However the introduction of fiber 
optics  in both holographic and  speckle optical systems  in  recent years has minimized  the vibration 
isolation requirements to only the laser, the launching optics and the photographic plate. 

Holographic interferometry can be applied to surface deformation measurements. 

There are many useful applications of holographic non‐destructive evaluation,  such as detection of 
flaws in composites. Time‐average holographic interferometry is used for modal analysis of vibrating 
bodies. 

The future trend seems to be toward combinations with digital image processing. 

13.3.4.6 Photogrammetry 

This powerful method allows three‐dimensional measurement of deformation fields. Points or clouds 
of points are applied to the surface the deformations of which are to be measured. Digital cameras at 
different positions  take photos of  the undeformed and  the deformed surfaces. The positions of each 
point before and after deformation are identified, and the deformations are calculated by triangulation 
procedures. Use of high‐speed digital cameras enables high‐speed measurement of deformation fields. 

13.3.5 Force transducers 
A variety of  transducers  for measuring  forces and  torque are  commercially available. Load  cells of 
different configurations are widely used in all structural tests. 

In  most  force  transducers  strain  gauges  are  used  as  the  sensor,  but  sometimes  LVDT’s,  linear 
potentiometers or quartz sensors are employed instead. Overall accuracy of 0.1 percent are routinely 
specified  for  commercial  load  cells, but higher accuracies, of 0.02 – 0.05 percent, are obtained with 
precision load cells. 

13.3.6 Pressure transducers 
Pressure transducers are essentially similar to force and torque transducers, being devices that convert 
pressure  in an  electrical  signal  through measurement of  either displacement,  strain or piezoelectric 
response.  

Pressure  can be measured  in  three basic ways: absolute, differential or gauge. Absolute pressure  is 
measured  relative  to  very  good  vacuum. Differential  pressure  is  the  pressure  difference  across  a 
boundary, measured  relative  to  the pressure on one  side of  that boundary.  If  this  latter pressure  is 
atmospheric, the differential pressure  is  identical to the gauge pressure (that  is measured relative to 
the local atmosphere).  

13.3.7 Temperature measurements 
Several types of sensors are available for temperature measurements, such as resistance temperature 
detectors  (RTD),  used  when  high  sensitivity  is  required,  expansion  thermometers,  bimetallic 
thermometers and pressure  thermometers  (employed  in control circuits and  for  long‐term stability), 
thermistors, pyrometers (used in case of extremely high temperature) and thermocouples. 

Thermocouples are the most frequently employed sensors, since they are low‐cost transducers that are 
easy  to  fabricate and  install, but because of  their  low signal output  the  recording  instruments used 
need tot have a high impedance to minimize the current in the circuit. 
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13.3.8 Accelerometers and vibration measurements 
The  most  important  sensor  for  vibration,  shock  and  absolute‐motion  measurement  is  the 
accelerometer. Measurements  of  acceleration  are  required  to  characterize  the dynamic  response  of 
structural elements and assemblies. Acceleration measurements provide most of the data in shock and 
vibration tests that are performed to verify the integrity of structural components. Accelerometers are 
also the most commonly used transducers to sense vibratory motion. 

Five types of accelerometers are commonly employed: 

a. Piezoelectric (crystal ‐ natural or manufactured) 

b. Piezoresistive (strain measurements with semiconductors) 

c. Servo 

d. Variable capacitance 

e. Mass and force balance systems 

13.3.9 Acoustic and thermal emission sensors 
Acoustic  emission  is  the  general  term  applied  to  sounds  that  are generated  in  a material which  is 
under  stress.  In particular,  it  is  an  important  tool  for  composite  structures  to detect  fiber  fracture, 
fiber‐matrix debonding, matrix  cracking  and  formation of delaminations.  It  should be  recalled  that 
delaminations in composite structure are usually detected by ultrasonic techniques. 

The  development  in  digital  image  processing  in  the  eighties  have  promoted  new  methods  of 
experimental  stress  analysis  by  thermal  emission,  based  on  measuring  very  small  changes  in 
temperature with a scanning infrared detector. One such commercially available system is the recent 
SPDT  system. This  system  is  a unique  infrared differential  thermography  system  for  thermoelastic 
stress analysis  (TSA) and  thermal non‐destructive evaluation. By coupling special high‐speed  image 
processing electronics with a high‐performance infrared array detector, the system is capable of rapid 
imaging  of  stresses.  The  rapidity  of  the  acquisition  of  these  images makes  the  TSA  economically 
attractive. 

13.3.10   Non destructive testing (NDT) 

13.3.10.1   Overview 

Non destructive testing has in recent years become a widely used tool not only for detecting flaws and 
defects,  but  also  for  characterizing  and  evaluating  them  as  to  type  and  size.  This  change  from 
detection  to  characterization  came  about because of  the  interest  in  estimating  the  remaining  life of 
components. 

13.3.10.2   Penetrant inspection 

It is fast, simple, and inexpensive. The primary advantage is that it can be used on many shapes and 
usually does not require a large amount of training to implement. The method is applicable only to the 
detection of surface‐connected defects and,  in particular,  is most effective  for detecting closed  flaws 
such as cracks, and it is used only for metallic structures. 

Liquid penetrant  inspection depends mainly on  the ability of a  liquid  to be absorbed preferentially 
into small cavities that are open to the surface. Typically, the cavities of interest are exceedingly small, 
at least in one dimension, and are not easily visible. The primary factors that determine the propensity 
for a  liquid  to  enter a  cavity depend on  the  relative  ratios of  surface  tension and  the ability of  the 
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liquid  to wet  the surface. Good penetrant  fluids have small surface contact angles and high surface 
tension.  

The ability of the penetrant to wet the surface is by far the most important property that determines 
the success of a particular penetrant system. Similarly, other factors, such as cleanliness (the presence 
of  a  material  with  poor  wetting  characteristics),  can  significantly  reduce  the  effectiveness  of  a 
penetrant  to  indicate surface  flaws. For  this reason,  the success of penetrant  inspection often clearly 
depends on cleaning and removing foreign matter from the surface to be inspected. 

13.3.10.3   Magnetic inspection 

In magnetic  inspection,  flaws  are  identified  by detecting disturbed magnetic  fields. The method  is 
applicable only to metallic structures, and has evolved into several approaches.  

Traditionally, magnetic particle has been  the most widely used method  for magnetic  inspection.  In 
magnetic particle inspection, the disturbed magnetic field is detected using small magnetic particles, 
which outline a flaw. The magnetic field flux is induced either by causing the direct passage of current 
or by using induced current. The flaw detection capability is dependent on the relative orientation of 
the  flaw  and  the direction of  current  flow. This  limitation occurs because  the  field  induced by  the 
current must be perpendicular to the flaw plane if flux leakage is to occur. 

An  extension  of magnetic  particle  inspection  is  called  flux  leakage  or magnetic  perturbation.  The 
disturbed  fields produced by  flaws  are detected using  small magnetometers  such  as  a  coil or Hall 
device. This adaptation is more quantitative than the classic approach because it is implemented using 
instrumentation and has the capability of being automated. 

13.3.10.4   Radiographic inspection 

The  primary  advantage  is  that  it  can detect  the  existence  of  flaws  in  the  volume  as well  as  some 
surface  flaws.  It  is also very useful  in composite structures, as  it can detect delamination as well as 
inplane failures. 

Altough  several  types of X‐ray  source are used,  the most common one  is  the X‐ray  tube. This  tube 
generates X‐rays by bombarding a target, usually tungsten, with energized electrons.  

The method  can be  expensive  to  implement. The  costs  are normally  associated with  the necessary 
capital  equipment  and purchasing, processing,  and  storing  film. Larger users  of  the X‐ray process 
reduce costs. 

An advantage of  the  radiographic method  is  that  it produces a permanent  record  for reference at a 
later time.  

13.3.10.5   Ultrasonic inspection 

Ultrasonic inspection is one of the more widely used non destructive testing methods. It can be used 
to test both metallic structures and composite structures. 

The primary advantages of ultrasonic testing are the ability to determine the depth, or distance, to a 
flaw.  Another  important  advantage  is  the  ability  to  conduct  a  nonhazardous  inspection.  The 
disadvantages of the ultrasonic method are related mostly to limited sensitivity produced by material 
and physical properties such as grain size and surface roughness.  

The  basic  equipment  typically  used  for  ultrasonic  inspection  consists  of  a  scanning  device  and  a 
transducer for sending the sound, which includes pulsers and receivers.  

Practical ultrasonic testing methods are concerned with the way ultrasonic beams propagates through test 
materials and the methods by which the ultrasonic information is displayed. The two primary methods for 
controlling ultrasonic beams propagating  through media are pulse echo and  through  transmission. The 
pulse‐echo method is a single‐sided approach whereby the transmitted and received signals occur on the 
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same side and are produced and  received by  the same  transducers.  In  through‐transmission mode,  the 
object to be inspected is located between the transmitter and the receiver. 

The common displays for ultrasonic information are the A‐, B‐, and C‐scans. The A‐scan is simply an 
amplitude‐versus‐time  representation  of  the  received  information.  The  display  can  be  scaled  in 
distance so that flaw depth can be read directly. The B‐scan  is a collection of A‐scans that shows all 
flaws in a cross section. The C‐scan is a plan view of returned signals from a given thickness range. 

13.4 References 
[1] Singer J., Arbocz J. and Weller T. Buckling Experiments – Experimental Methods in Buckling of Thin 
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[3] Degenhardt R.,Kling A., Klein H., Hillger W., Goetting Ch., Zimmerman R., Rohwer K., Gleiter 
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14 
Implementation of Stability Methods 

14.1 Overview 
When  investigating the stability behaviour of a structure under a given  load one  is really concerned 
whether the corresponding equilibrium configuration  is stable or unstable. Thus, at first, the analyst 
usually solves for the equilibrium configuration and then  investigates whether the equilibrium state 
found is stable or unstable. 

Referring  to  the  load‐displacement curves shown  in Figure 5‐19 each point on a path  represents an 
equilibrium position of  the  structure. From  the  form of  the  curves  it  is obvious  that  the governing 
equilibrium  equations  are  nonlinear. At  parts  of  the  load‐displacement  curves  the  equilibrium  is 
stable,  at  other  parts  it  is  unstable.  The  critical  load  is  defined  as  the  smallest  load  at which  the 
equilibrium of the structure fails to be stable as the load is slowly increased from zero. 

The critical load may occur at the limit point of the fundamental equilibrium path, that is, at the point 
where  the  load  is  a  relative maximum. Another possibility  for  reaching  the  critical  load  occurs 
when  the prima (or  fundamental) path  emanating  from  the  origin  is  intersected  by  a  secondary 
equilibrium path. At the point of intersection, the so‐called bifurcation point the equilibrium equations 
have multiple solutions, one corresponding to each branch. 

Thus the structural analyst, in principle, always deals with two sets of equations, one which governs 
equilibrium and the second which yields  information about the stability behaviour. The equilibrium 
equations are often nonlinear, whereas in most cases the stability equations used are linearized. 

The fact that for instability investigations one relies on nonlinear equilibrium equations is due to the 
concept of instability used, namely that at the critical load more than one equilibrium position exists. 
Since for linear theory of elasticity there is a uniqueness proof (that is, for given load there is one and 
only one solution), obviously one cannot base the derivation of stability analysis on it. 

In  engineering  applications,  the  nonlinear  equilibrium  equations  are  usually  derived  either  by 
establishing the equilibrium of forces and moments on a slightly deformed element, or by using the 
stationary potential energy criterion (see, for example, [1] and [2]). On the other hand, the linearized 
stability  equations  are  obtained  either by  the method  of  adjacent  equilibrium,  or  by  the minimum 
potential energy criterion. In the following the different approaches will be illustrated by examples. 

14.2 Static versus kinetic approach 
The  energy  criteria  of  equilibrium  and  stability,  which  state  that  a  conservative  system  is  in 
equilibrium  if  its  total potential  is  stationary, and  the  equilibrium  is  stable  if  its  total potential  is a 
minimum, is applied in the following to finding the critical load of the prismatic column subjected to 
compressive  end  loads P  shown  in  Figure  14‐1.  Its  total potential  energy may  be written  (see,  for 
instance, [2]) 

p 14-1 

where 

λ  
ry 

m bU UΠ = + + Π  
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mU = extensional energy
L

2
x

0

EA
dx

2
= ε∫   14-2 

 bending energybU =
L

2
x

0

EI
dx

2
= κ∫   14-3 

potential of the applied load 

14-4 

and 

 extensional strain of the centroidal axis 

pΠ =

L

x
0

P[u(L) u(o)] P u, dx= − = ∫  

xε =

2
x x

1
u, w,

2
= +  

14-5 

 curvature of the centroidal axis xκ = xxw,= −   14-6 

The fact that if the column is in equilibrium its total potential energy assumes a stationary value yields 
the following variational problem 

14-7 

The  condition  that  implies  that  the  integrand  (the  functional  F)  in  Eq.  14‐7  satisfies  the 
corresponding Euler equations of the calculus of variation, which in this case are 

L

m b p x x xx
0

(U U ) F(x,u,u, ,w,w, ,w, )dx 0δΠ = δ + + Π = δ =∫  

0δΠ =  

x

F d F
0

u dx u,
∂ ∂

− =
∂ ∂

  14-8 

2

2x xx

F d F d F
0

w dx w, w,dx

∂ ∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂
 = 14-9 

Calculating the required partial derivatives, substitution and regrouping yields 

ε + =x
d d

(EA ) P 0
dx dx

  14-10 

2
xx x2

d d
(EIw, ) (Nw, ) 0

dxdx
− =   14-11 

The first of these equations can be integrated yielding  = ε =xN EA constant P= − . The second equation 
becomes then for constant  EI =

+ =xxxx xxEIw, Pw, 0   14-12 

This  is  the equilibrium equation of an axially compressed perfectly straight column. For any w  that 
satisfies  this equation and  the specified boundary conditions at  x 0=  and   the  total potential 
energy  is  stationary. Whether  is  also  a  relative  minimum  (that  is  will  next  be 
investigated. 

The  character  of  the  total  potential  energy 

  x L= ,
Π   Π   0)∆Π >  

Π  
l 

for  a  given  equilibrium  configuration  may  be 
determined by examination of the change in tota potential energy  ΛΠ  

equili
corresponding to an arbitrary 

infinitesimal virtual displacement of the structure from the given  brium position. In terms of a 
Taylor series expansion the change in the total potential energy is 
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2 31 1
...

2! 3!
∆Π = ∂Π + δ Π + δ Π +   14-13 

where the terms on the right are linear, quadratic, etc., respectively, in the small virtual displacements. 
Recalling that the first‐order term vanishes identically for equilibrium configurations, hence the sign 
of  is governed by  the sign of  the second variation. For sufficiently small values of  the applied 
load can be shown that the second variation is positive definite. The critical load is defined as the 
smallest load for which the second variation no longer is positive definite. 

To obtain the expression for one assumes in equations 14‐1 to 14-6 that 

14-14 

where  denote  the  configuration whose  stability  is  under  investigation  and  are  small 
increments.  Substituting  into  equation  14‐1  and  regrouping yields  the  following  expression  for  the 
second variation 

∆Π  
, it 

  2δ Π  

o oˆ ˆu u u; w w w= + = +  

o ou ,w   ˆ ˆu,w  

L
2 2 2 2 2

x o,x x o,x x x o,x x xx
0

1 1 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEA u, u w, 2w u, w, w w, EIw, dx
2 2 2

⎧ ⎫⎛ ⎞δ Π = + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∫  2 14-15 

Recalling that for the undeflected form of the column 

o o
P

u x; w
EA

= − =  0 14-16 

hence equation 14-15 becomes 

14-17 

This quadratic form is seen to be positive definite for sufficiently small values of the applied load P. 
The critical value of P is the smallest load for which the definite integral ceases to be positive definite. 

The criterion for  the  limit of positive‐definiteness  for a continuous system  is attributed  to Treffz [3]. 
Considering equation 14-17 for a small value of

{ }
L

2 2 2 2
x xx x

0

ˆ ˆ ˆEAu, EIw, Pw, dxδ Π = + −∫  

  2P, 0δ Π >  for all nonzero variations  For large 

values of for some variations  As P  is  increased  from zero, a value  is reached  (say, 

 for all 

riations    Thus  for  assumes  a  stationary  va for  the  particular  set  of 
variations  Then 

0 14-18 

Hence, on  the basis of Trefftz criterion,  the  stability equations  for  the critical  load are given by  the 
Euler equations for the functional in the second‐variation expression. For a functional of the form of 
the integrand in equation 14‐17 the Euler equations are given by equations 14‐8 and 14‐9, where 

2
x 14-19 

Calculating the required partial derivatives, substitution and regrouping yields 

  ˆ ˆu,w .

  2P, 0δ Π <     ˆ ˆu,w .

cP P )=  at which  is for the first time zero for at least one variation  ˆ ˆu,w . It is still positive
2

2δ Π  

other  va ˆ ˆu,w . cP P ,= δ Π   lue 
 ˆ ˆu,w .

2( )δ δ Π =  

2 2
x xxˆ ˆ ˆF EAu, EIw, Pw,= + −  
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xxû, 0=   14-20 

xxxx xxˆ ˆEIw, Pw, 0+ =   14-21 

These  are  the  uncoupled  stability  equations  of  the  axially  compressed  column.  The  variational 
approach yields also the natural boundary conditions that are implied by 0  2( )δ δ Π =  to hold. Thus at 

either    or 

x 0,L=  

= =xˆ ˆN EAu, 0   δ =û 0   14-22 

either    or = − =xxˆ ˆM EIw, 0   δ =,xŵ 0   14-23 

r either   + =,xxx ,xˆ ˆEIw Pw 0    o δ =ŵ 0   14-24 

4

where  I   For  the  clamped‐free  column  of  Figure  14‐1  this  solution ld  satisfy  the 
following boundary conditions 

at 

The general solution of Eq. 14-21 is 

1 2ŵ C sinkx C coskx C x C= + + +   14-25 3

2k P /E= .   shou

x 0 :=  xˆ ˆw w, 0= =   14-26 

at x L :=  xxŵ, 0;=  2
xxx xˆ ˆw, k w, 0+ =   14-27 

These conditions lead to four homogeneous algebraic equations in the four constants  For a 
 not identically equal to zero) the determinant 

coefficients   of  the  determinant  yields  the  following 
characteristic equation 

  1 4C ,...,C .
nontrivial solution to exist (that is, all four constants are
of  the    of  the  vanishes.  ExpansioniC ' s  

4
2

n 2
EI

cos kL 0 P (2n 1) n 1,2,...
4 L

π
= → = − =   14-28 

The smallest buckling load occurs for n 1= . Thus 

2
c 2

EI
P

4 L

π
=   14-29 

the value found by Euler in 1744. The buckling mode is 

2
x

ŵ C cos 1
2L

⎛ ⎞= π −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  14-30 

The fact that for the column both the equilibrium equation 14‐12 and the stability equation 14‐21 are of 
identical form is an exception. These equations are usually different. Notice also that the form of the 
stability equations depends on the prebuckling (undeflected) solution used.  

 in its direction but follows the deformation of the body in some manner, then 
the work done by the end load P in reaching the final  ion is path dependent and is dealing 
with a non‐conservative  force. That  in such cases a stability based on  the energy cri ay fail  to 
yield the correct answer can easily be demonstrated for the present case. The boundary conditions at 

end now are 

at x=L:  

Turning now  to  the problem depicted  in Figure 14‐1, where  the compressive  load P at  the  free end 
does not remain fixed

posit  one 
teria m

the free 

= =,xx ,xxxˆ ˆw w  0 14-31 
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Figure 14‐1: Column loaded by a follower force 

 

Applying the boundary conditions specified by equations 14‐26 and 14-31 to the general solution for 
given by equation 14‐25 yields the following system of linear equations 

 

ŵ  

⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

2

C  sinkL cos kL
0

Ccos kL sinkL
  14-32 

But here the determinant of the coefficient matrix is not equal to zero since 

14-33 

Hence  the  only  admissible  solution  is  the  trivial  one,  namely  0

2 2sin kL cos kL 1+ =  

1 2 3 4C C C C= = = = .  This would 
imply that in this case the column does not buckle. This is obviously incorrect. 

For  non‐conservative  problems  one  always  uses  the  kinetic  approach, where  one  starts with  the 
equations governing small free vibrations of the elastic structure at some level of the external loading 
(treated  as  a  fixed  quantity)  and  then  tries  to  find  at what  level  of  the  external  loading  the  free 
vibrations cease to be bounded in the small. 

If denotes the mass per unit volume then the equation of motion of the column depicted in Figure 
14‐1 under a constant axial load P is 
  ρ  

2
xxxx xx ttw, k w, w,+ = −ρ   14-34 

where 

ρ
= ρ =2 P A

k ;
EI EI

  14-35 

Using separation of variables 
ω= i tw(x, t) W(x)e   14-36 

It is obtained 
2 2

xxxx xxW, k W, W 0+ −ρω  = 14-37 

an ordinary differential equation with constant coefficients, whose solution can be written as 

β 14-38 

where 

1 2 3 4W(x) C sin x C cos x C sinh x C cosh x= α + α + β +  
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2

4
k 4

1 1
2 k

ρω
α = + +   14-39 

2

4
k 4

1 1
2 k

ρω
β = − + +   14-40 

Applying the boundary conditions specified by equations 14‐26 and 14-31 one obtains the following 
characteristic equation 

14-41 

But now from equations 14‐39 and 14‐40 

4 4 2 2 2 2( ) 2 cos L cosh L ( ) sin L sinh L 0− α + β − α β α + β + αβ β − α α β =  

4 4 4k 2α + β = + ρω  2 14-42 

2 2 2α β = ω ρ   14-43 

2 14-44 

Substituting into equation 14‐41 and regr ping yields 

14-45 

Where 

2 2 kβ − α = −  

ou
2 2sin L sinh L 2 (1 cos L cos L) 0λ + λΩ α β + Ω + α β =  

λ = = π Ω = ω ρ
π

4
2 2 2

E 2 4E

P EI
; P ;

P L
 L

14-46 

2
L 1 1 4

2
λ Ω⎛ ⎞α = π + + ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

  14-47 

2
L 1 1 4

2
λ Ω⎛ ⎞β = π − + + ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

  14-48 

The  transcendental  equation  14‐45  can  be  solved  repeatedly  for  the  frequencies  and 1Ω   2Ω   by 
assigning different positive values to  starting from zero. From the results plotted in Figure 14‐2 one 
sees  that  the  unloaded  natural  freq ncies  (and  the  corresponding  eigenfunctions)  of  the  column 
change with increasing loading  It is also clear that as long as

  λ ,
ue

  λ .   λ < 2.0316  (the load at which the two 
frequencies  and  coalesce)  the motion  is  oscillatory  and  hence  stable.  For  the 
frequencies  become  a  complex  conjugate  pair.  From  equation  14‐36  it  is  evident  ive 
imaginary part results in unbounded oscillation and is hence unstable. 

Thus the critical value for the follower force P shown in Figure 14‐1, also called Beckʹs problem who 
was first to obtain the correct solution (see [4]), is

1Ω   2Ω   2.0316λ >  
that  the  negat

  EP /P 2.0316λ = = , or 

2
c 2

EI
P 2.0316

L
= π   14-49 

A comparison with Eulerʹs  solution  for a  fixed  load given by equation 14‐1  indicates  that  the  same 
column can carry about an eight times larger follower load. For more information about the stability 
of non‐conservative structural configurations the interested reader should consult [5] and [6]. 
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Figure 14‐2: Characteristic curve for the cantilever column loaded by a follower 
force. 

14.3 Problems requiring nonlinear analysis 
Although buckling is a nonlinear phenomenon for many applications the use of the linearized stability 
equations,  which  are  amenable  to  analytical  treatment,  yield  results  that  are  suitable  for  design 
purposes. As has been pointed out  in  [2],  there are  three situations, however,  in which a nonlinear 
analysis is used. 

a. It  often  is  assumed  that  the  prebuckling  deformation  is  rotation  free  and  the  primary 
equilibrium paths are governed by membrane stress states. If, however, one wants to satisfy the 
boundary  conditions  from  the  outset,  then  the  prebuckling  deformation  of  cylindrical  and 
general shells contains rotation from the beginning of the loading process (see Figure 17‐2a). In 
these  cases  the  linearized  stability  equations  have  variable  coefficients which  are  solved  for 
from the nonlinear equilibrium equations governing the prebuckling state. 

b. Determination of the buckling load consists of solving the linearized stability equations for the 
critical  load,  at  which  the  primary  equilibrium  path  in  the  load‐displacement  plane  is 
intersected by a secondary equilibrium path. It has been shown  in advanced texts on stability 
(see,  for  instance,  [7] and  [8])  that equilibrium on  the primary path becomes unstable at such 
point and that structural behaviour beyond the bifurcation point is governed by conditions on 
the secondary path. There are cases where the behavior of the structure can only be explained if 
the shape of  the secondary path  is known. Such a knowledge  is needed  to explain why a  flat 
plate develops  considerable postbuckling  strength,  for  example, but a  cylindrical  shell under 
axial compression buckles abruptly and even explosively. In Koiterʹs linearized theory for initial 
postbuckling behaviour  [8]  it  is shown  that  the shape of  the secondary equilibrium path near 
bifurcation (see Figure 14‐3) plays a central role in determining the influence of initial geometric 
imperfections. If the  initial portion of the secondary path has a positive slope (like for plates), 
then  the structure can develop considerable postbuckling strength and  loss of stability of  the 
primary path does not  result  in  structural  collapse. However, when  the  initial portion of  the 
secondary path has a negative slope (like for cylindrical shells) then in most cases buckling will 
occur violently and  the magnitude of  the critical  load  is subject  to  the degrading  influence of 
initial  geometric  imperfections.  Unfortunately,  the  information  given  by  Koiterʹs  theory  is 
limited to the  immediate neighbourhood of the bifurcation point. Thus a nonlinear solution  is 
carried out if the shape of the secondary equilibrium path in the more advanced postbuckling 
region is needed. 

c. Finally,  in  the  most  general  case,  when  both  geometric  and/or  material  nonlinearities  are 
included in the analysis, loss of stability occurs at a limit point rather than at a bifurcation point. 
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In  such  cases  the  critical  load  is  determined  through  solution  of  the  nonlinear  equations  of 
equilibrium. 

 

Figure 14‐3: Bifurcation point and limit point via nonlinear analysis 

14.4 Approximate Solutions of Bifurcation Problems 

14.4.1 Overview 
In most of the cases considered in this chapter the finding of the critical buckling load will be reduced 
to the solution of a linearized eigenvalue problem. In general the differential equations involved can 
be written as 

14-50 

where L and M are linear, homogeneous differential operators of order 2p and 2q respectively, with 
 Any  solution w  satisfies  equation  14‐50  at  every point of  the  region R. Associated with  the 

 equation there are p boundary conditions that the function w also satisfies at every point 
of the boundary C of the region R. The boundary conditions are of the type 

14-51 

where  the  are  linear,  homogeneous  differential  operators  involving  derivatives  normal  to  the 
boundary  along the boundary through order

L(w) M(w) 0− λ =  

p q> .
differential

iB (w) 0 i 1, 2, ..., p= =  

iB
and   2p 1− . 

The  eigenvalue  problem  consists  of  finding  the  values  of  the  parameter  λ ,  for  which  there  are 
nonvanishing functions w which satisfy the differential equation 14‐50 and the boundary conditions 
specified  by  equation  14‐51.  Such  parameters  are  called  eigenvalues  (say,  buckling  loads)  and  the 
corresponding functions are called eigenfunctions (say, buckling modes). 

Unfortunately,  in  general,  the  solution  of  the  eigenvalue  problem  for  continuous  systems  is  not  a 
straightforward matter.  Exact  solutions  have  been  found  only  for  uniform  systems with  relatively 
simple boundary conditions. In other cases one relies on approximate solutions. 

The eigenvalue problem defined by equations 14‐50 and 14‐51 is said to be self‐adjoint if, for any two 
arbitrary admissible or comparison functions and  the statements   1w     2w ,
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1 2 2 1
R R

w L(w )dR w L(w )dR=∫∫ ∫∫   14-52 

14-53 

hold true. Whether a specified system is self‐adjoint or not can be established by means of integration 
by parts. 

Further, if for any such comparison function w 

14-54 

the operator L is said to be positive. The operator L is said to be positive definite if the integral is zero 
only if w is identically zero. There is a similar definition with respect to the operator M. If both L and 
M  are  positive  definite,  the  eigenvalue  problem  is  said  to  be  positive  definite,  in which  case  all 
eigenvalues are positive. For further details about the nature of the different types of eigenvalue 
problems the erested reader may consult [9] and [10]. 

14.4.2 The Rayleigh-Ritz Method 
One of the approaches that can be used to obtain an approximation for the critical buckling load of a 
structure without having  to derive  and  solve  the  linearized  stability  equations  is  the Rayleigh‐Ritz 
method. Its use is based on the Trefftz criterion, which defines the critical load as the smallest load for 
which the second variation of the potential energy assumes a stationary value. 

To apply this method one assumes a solution in the form of a linear combination of trial functions
which satisfy at least all the geometric boundary conditions of the problem. Hence 

iw 14-55 

where the are known, linearly independent functions of the spatial coordinates over the region R 
and the are unknown coefficients to be determined. This assumed form is substituted into the 

second  variation  of  the  potential  energy 

1 2 2 1
R R

w M(w )dR w M(w )dR=∫∫ ∫∫  

R
wL(w)dR 0≥∫∫  

  1λ  
 int

  iw , 

n
n i

i 1
w a

=
= ∑  

  iw  
  ia     nw  

2δ Π   of  the  problem.  After  carrying  out  the  integrals 
involved, the coefficients are determined so as to render the expression for the second variation of 

the potential energy stationary. The necessary condition for this to occur is that 

  ia  

  2δ Π  

2 2 2 2
1 2

1 2 n
( ) ( ) a ( ) a ... ( ) a

a a a
∂ ∂ ∂

δ δ Π = δ Π δ + δ Π δ + + δ Π δ =
∂ ∂ ∂

 n 0 14-56 

Since the variations n are arbitrary nonzero quantities this condition is satisfied if and 
only if 

  1 2a , a , , aδ δ δ  

2

i
( ) 0 i 1,2,...,n

a
∂

δ Π = =
∂

  14-57 

a  set  of  homogeneous,  linear  algebraic  equations.  The  simultaneous  solution  of  these  equations 
constitutes a matrix eigenvalue problem which can be solved easily by standard methods. 

14.4.3 Galerkin’s Method 
To obtain an approximate solution of an eigenvalue problem one can also employ Galerkinʹs method, 
so named after the Russian naval engineer who first proposed it in 1915 (see [11]). In this method one 
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attempts to find an approximate solution of the governing differential equation directly. This is done 
by assuming a solution in the form of a series of comparison functions 

iw 14-58 

where  the  are known,  linearly  independent  functions which  satisfy all  the boundary conditions 
and are 2p  differentiable, whereas the are unknown coefficients to be determined. In general 
the series solution will not satisfy the differe l equation defining the eigenvalue problem unless, by 
some coincidence, the assumed series solution is composed of the eigenfunctions of the problem. Thus 
upon substitution of the assumed solution in the linearized eigenvalue problem 

14-59 

an ʺerror will be obtained so that 

n 14-60 

where is  the  corresponding  estimate of  the  eigenvalue 

n
n i

i 1
w a

=
= ∑  

iw  
 times   ia  

ntia

L(w) M(w) 0− λ =  

  nε ʺ 

(n)
n nL(w ) M(w )ε = − Λ  

  (n)Λ   λ . At  this point one  requires  that  the 
ʺweighted  error  integrated  over  the  region R  be  zero. As weighting  functions  one  uses  the  n 
comparison functi  These conditions can be written as follows 

nε ʺ 
ons  iw .

n n
jR
(w )dR 0 j 1, 2, ..., n

a
∂

ε = =
∂∫∫   14-61 

Consider now 

= =

∂
= = =

∂ ∑ ∑∫∫ ∫∫
n n

n n i j i i i
j i 1 i 1R R

(w )L (w ) dR a w L(w )dR K a j 1, 2, ..., n
a

  14-62 

where the coefficients are given by 

14-63 

and are symmetric if the operator L is self‐adjoint. Similarly one can write 

  ijK  

= = ∫∫ij ji j i
R

K K w L(w )dR  

= =

∂
= = =

∂ ∑ ∑∫∫ ∫∫
n n

n n i j i ij i
j i 1 i 1R R

(w )M(w ) dR a w M(w )dR M a j 1, 2, ..., n
a

  14-64 

where the coefficients  ijM  are given by 

1

and ar

With  ti   through  14-65  one  can  reduce  the  solution  of  the  original  continuous 
eigenvalue problem specified by equation 14-59 to   following system of n simultan quations 

= = ∫∫ij ji j i
R

M M w M(w )dR   4-65 

e symmetric if the operator M is self‐adjoint. 

equa ons  14-61
the eous e

=
− Λ = =∑

N
(n)

ij ij i
i 1

(K M )a 0 j 1, 2, ..., n   14-66 

which  are  known  as Galerkinʹs  equations.  They  represent  a matrix  eigenvalue  problem  for  an  n‐
degree‐of‐freedom system which can be solved easily by standard techniques. 

253 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

14.4.4 Finite Element Formulation of Bifurcation Problems 
A  discussion  of  the  computational  tools  available  for  bifurcation  problems would  be  incomplete 
witho en nt displacement method. In the following the energy 
criteria of equilibrium and stability will be discussed in the form proposed by Zienkiewicz [12]. 

If  a  conservative  system  is  described  by  n  generalized coordinates 

ut m tioning the very popular finite eleme

  ,  theniq , i 1, 2, ..., n=   to  total 
potential energy of the system can be written 

14-67 

Equilibrium is satisfied if 

14-68 

which implies the following set of n nonlinear algebraic equations; 

 Π  

1 2 n(q , q , ..., q )Π = Π  

0δΠ =  

i
0 i 1, 2, ..., n

q
∂Π

= =
∂

  14-69 

The equilibrium configuration is stable if the total potential energy is a relative minimum, i.e. 

2
2

i j
i j

q q 0 i, j, 1, 2, ..., n
q q
∂ Π

δ Π = ∂ ∂ > =
∂ ∂

  14-70 

where  repeated  indices  indicate summation. Notice  that  in  this case  the associated positive definite 

matrix  2
ij i j/ q q= δ Π ∂ ∂V   has  all  positive  eigenvalues  (r)Λ .  If  the  matrix  ijV  

gy  fu

evaluated  at  an 

equilibrium point has  any negative  eigenvalues  then  the  total potential  ener nction  attains 
local maxima  in  the  directions  of  the  corresponding  eigenvectors  and  the  system  is  in state  of 
unstable equilibrium. 

The  transition  from  stable  to  unstable  equilibrium  occurs when  at  least  one  eigenvalue,  say 

Π  
  a 

(1)Λ , 
becomes zero. The matrix  ijV  

) point.

is  then  singular and  the  corresponding point on  equilibrium path  is 

called a singular (or critical  

Singular points indicate either that there is a bifurcation of the equilibrium path into other, stable or 
unstable  branches  or  that  a  limit  point  has  been  reached.  It  is  therefore  important  to  detect  and 
calculate singular points in addition to stable points on an equilibrium path. 

Turning now  to  the  finite element  formulation,  let  the displacements at any point within an elastic 
body be defined as a column vector  then 

14-71 

where  the  components of  [H],  the  shape  functions,  are  so  chosen  as  to give  the  appropriate nodal 
displacements when the coordinates of the corresponding nodes are inserted and {q} contains all the 
nodal displacements. Notice that this and the following expressions are to be interpreted as applying 
to the whole structure under consideration. 

  { }u ,

{ } [H]{q}=u  

With  the  displacements  at  all  points  within  the  body  known  one  can  proceed  to  calculate  the 
generalized strains (extensional strains and curvatures), which can be written in matrix notation as 

( )ε = = +o L{ } [ ]{q} [ ] [ ] {q}B B B   14-72 

where  o[ ]B  is the matrix obtained from the linear infinitesimal strain analysis and  L[ ]B  contains the 
contributions  of  the  nonlinear  strain  components. Notice  that  o[ ]B   is  independent  of  {q} whereas 

L[ ]B  is usually a linear function of {q} (see [12], p. 414). 
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Next, assuming general linear elastic behavior, the relationship between str
the form

esses and strains will be of 
 

14-73 

 matrix containing the appropriate material properties. 

[ ] [ ]{ }σ = εC  

where  [ ]C  is the elasticity

Next following the details as outlined by Zienkiewicz [12] the second variation of the total potential 
energy can be written in the following quadratic form 

2 T
T{ q} [ ]{ q} 0δ Π = δ δ >K   14-74 

where  T o L[ ] [ ] [ ] [ ]σ= + +K K K K  is the tangent stiffness matrix and 

  σ =[ ] symmetric matrix dependent on the stress levelK   14-75 

This matrix is known as the initial stress or geometric matrix. 

  T[ ] [ ] [ ][ ]dV= ∫K B C B  o o o
v

14-76 

L o L L] [ ][ ] [ ] [ ][ ]dV+C B B C B   14-77 

  the  initial  displacement  or  large 
displacement matrix. 

Thus, when the finite element discretization is employed, Eq. 14‐74 represents the stability criterion of 
an equilibrium configuration. From the theory of quadratic forms one knows that a stable equilibrium 
configuration is ensured if the tangent stiffness matrix 

T
L o L[ ] [ ] [ ][ ] [= +∫K B C B B T T

v

Notice that  o[ ]K  represents the usual small displacements stiffness matrix, whereas the matrix  L[ ]K  
is  due  to  the  large  displacements  and  is  variously  known  as

T o L[ ] [ ] [ ] [ ]σ= + +K K K K   14-78 

has no negative eigenvalues. A critical point is reached when  T[ ]K  has at least one  genvalue. 
Thus  the  stability  of  an  equilibrium  configuration  can  be  determined  by  solving  the  eigenvalue 
problem 

14-79 

at  the  current  equilibrium  state,  where 

zero ei

(r) (r) (r)
T[ ]{X } { }= ΛK X  

(r)Λ   is  the  eigenvalue  and  is  the  corresponding 
eigenvector. 

Notice  that  the  computation  of  the  critical  point  is  done  in  two  steps.  First,  the  equilibrium 
configuration associated with a given load level P is computed. Next, the stability of this configuration 
is examined by calculating  the eigenvalues of ]   the  tangent stiffness matrix evaluated at  the 
load P. 

This method of determining the stability of a conservative system is very accurate, however it can be 
computationally expensive because it involves the solution of a quadratic eigenvalue problem for the 
critical load. Cheaper methods of estimating the critical load are available. These methods are usually 
referred  to  as  linearized  buckling  analyses, where  the  critical  load  is  calculated  based  on  a  linear 
extrapolation of the behavior of the structure at a small load level. 

14.5 Computational Tools for Bifurcation Problems 
The majority of stability problems  that arise at present  in practical structural applications cannot be 
solved analytically.  It might be possible,  that after a number of simplifying assumptions have been 

(r){X }  

  T[ (P)K ,
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introduced one is able to obtain an approximate solution via the Rayleigh‐Ritz or Galerkin’s methods 
discussed  earlier.  However,  in  nontrivial  applications  these  methods  may  require  rable 
analytical and computational effort. 

Thus the point  is soon reached where one  looks towards the supposedly easier approach offered by 
today’s  general  purpose  computer  codes. A word  of  caution  is  appropriate  here. One  should  not 
expect  that  complicated  structural  stability  problems  involving  thin‐walled  plate  and  shell 
components, where nonlinear effects play an  important  role, can be solved  routinely without much 
effort and thought by any of the many codes that are currently available. A thorough un nding 
of  the  shell  and  stability  theory  involved  supplemented  by  a  good  working  knowled of  the 
computational  algorithms  used  are  the  prerequisites  for  the  analyst  to  be  able  to  arrive  at  the 
appropriate  solutions. Otherwise  the  chances  are high  that  incorrect or unreliable  solutions will be 
obtained. 

There are many commercially available finite element codes with buckling analysis capabilities such 
as NASTRAN [13], ADINA [14], MARC [15], ANSYS [16], and ABAQUS [17],  just to name a few. A 
comprehensive review of these and other codes is obviously beyond the scope of this book. Interested 
readers should consult [18] and [19] for further information.  

14.6 References 
[1] Brush, D.O. and Almroth, B.O., ʺBuckling of Bars, Plates and Shells,ʺ McGraw‐Hill, New York, 

1975. 
[2] Yamaki, N., ʺElastic Stability of Circular Cylindrical Shells,ʺ Elsevier Science Publishers B.V., 

Amsterdam, 1984. 
[3] Trefftz, E., ʺZur Theorie der Stabilität des elastischen Gleichgewichts,ʺ ZAMM, Vol. 13, 1933, 

pp. 160‐165. 
[4] Beck, M., ʺDie Knicklast des einseitig eingespannten, tangential gedrückten Stabes,ʺ ZAMP, Vol. 

3, 1952, pp. 225‐228. 
[5] Ziegler, H., ʺPrinciples of Structural Stability,ʺ Blaisdell Publishing Co., Waltham, 

Massachusetts, 1968. 
[6] Bolotin, V.V., ʺNonconservative Problems of the Theory of Elastic Stability,ʺ A Pergam  

Book, The McMillan Co., New York, 1963. 
[7] Thompson, J.M.T. and Hunt, G.W., ʺA General Theory of Elastic Stability,ʺ John Wiley & Sons, 

London, 1973. 
[8] Koiter, W.T., ʺOn the Stability of Elastic Equilibrium,ʺ (in Dutch), Ph.D. thesis, Delft University 

of Technology, 1945, Engl. Translation: NASA TTF‐10, 1967, 883 p. and AFFDL TR 70‐25, 1970. 
[9] Langhaar, H.L., ʺEnergy Methods in Ap  Mechanics,ʺ John Wiley & Sons, N k, 1962. 
[10] Meirovitch, L., ʺAnalytical Methods in Vibrations,ʺ The MacMillan Co., London, 1967. 
[11] Galerkin, B.G., ʺBeams and Plates,ʺ (in Russian), Vestnik Inzhenerov, 1, (19), 1915, pp. 897‐908. 
[12] Zienkiewicz, O.C., ʺThe Finite Element Method in Engineering Science,ʺ 2nd Edition, McGraw‐

Hill, London, 1971. 
[13] NASTRAN, The MacNeal‐Schwendler Corporation, 815 Colorado Blvd, Los Angeles, California, 

90041, USA. 
[14] ADINA, ADINA R&D, Inc, 71 Elton Ave., Watertown, Massachusetts, 02172, USA. 
[15] MARC, MARC Analysis Research Corporation, 260 Sheridan Ave., Palo Alto, California, 94306, 

USA. 

conside

dersta
ge 

on Press

plied ew Yor

256 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

[16] ANSYS, Swanson Analysis Systems, Inc., P.O. Box 65, Johnson Road, Houston, Pennsylvania, 
15342, USA. 

[17] ABAQUS, Hibbitt, Karlsson & Sorensen, Inc., 100 Medway Str. Providence, Rhodes Island, 
02906, USA. 

[18] Pilkey, W., Saczalski, K. and Schaeffer, H., eds., ʺStructural Mechanics Computer Programs, 
Surveys, Assessments and Availability,ʺ University of Virginia Press, Charlottesvill, VA., 1974. 

[19] Noor, A.K., Belytschko, T. and Simo, J.C., eds., ʺAnalytical and Computational Models of 
Shells,ʺ CED ASME, 3, 1989. 

257 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

15 
Columns, Beams, Arches and Rings 

15.1 Introduction 
Some Aspects of column buckling are already outlined  in Chapter 5.2.  In  this chapter  the buckling 
load  of  straight  bars  subjected  to  central  axial  load  (column)  and  bending  (beam)  is  considered  in 
greater detail. The complete differential equation for both internal action (beam‐ column) is derived. 
In plane buckling of curved elements such as arches and rings and the parametric instability of bars is 
also illustrated. 

15.2 Columns 

15.2.1 Overview 
Failure of columns under axial compression  is generally due  to global  instability or  local  instability 
(see Figure 15‐1).  

Global instability may be elastic or inelastic. It is related to buckling modes where the cross sections 
are translated (flexural instability), rotated (torsional instability) or both (combined flexural‐torsional 
instability) but not distorted in their own planes.  

Local instability or compression crippling is defined as an inelastic distortion, without translation or 
rotation,  of  the  cross  sections.  The  average  stress  on  the  section  at  the  failure  load  is  called  the 
“crippling  stress”.  Compression  crippling  involves  elastic  or  inelastic  buckling  of  portions  of  the 
column section along with inelastic axial compression of stiffer parts such as corners and intersections 
of section composed of straight thin elements (e.g. C‐Section, T‐section). 

However, the distinction between the two general mechanism  is  largely theoretical and often global 
and local instability occur simultaneously. In the range of low and intermediate slenderness ratios the 
interplay among different buckling modes is highly dependent upon the column cross section as well 
as material properties. Figure 15‐2 illustrates, for different possible buckling mechanisms, the value of 
critical stress  crσ  versus the slenderness ratio  '/L ρ ,  'L  being the effective column length and  ρ  

 
the 

radius  of  gyration with  respect  to  the  centroidal  axis  about which  buckling  takes  place  (for cases 
where the buckling mode is not evident the minimum radius of gyration should be used).  
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Figure 15‐1: Modes of column failure 

 

Figure 15‐2: Critical buckling stress curves for several types of column failure 

The effective length  'L  
critica

is defined as the theoretical length of a simply supported column that would 
buckle at the same  l load as the actual column and is related to the column boundary conditions. 
In the range of long columns, buckling occurs as predicted by Euler. If the slenderness ratio is that of a 
short  or  intermediate  column different  buckling mechanism  can describe  the  failure  phenomenon, 
namely: 

a. Inelastic flexural instability (Euler‐Engesser curve) 

e. Combined torsional‐flexural instability 

b. Compression crippling  

c. Combined flexural and local instability (Johnson‐Euler parabola) 

d. Torsional Instability 
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15.2.2 Long Column (elastic buckling) 
A  column  with  large  slenderness  ratio  fails  through  lack  of  stiffness  due  to  flexural  instability. 
Accordingly  to  classical  theory  due  to  Euler,  the  column  remains  straight  as  it  is  loaded  in  axial 
compression until the critical load,  at which buckling occurs is reached. The critical load is given 
by the Euler formula  

  cEP ,

2

2cE
EIP

L
π

=
′
  15‐1 

The Euler buckling  load should be  interpreted as an upper  limit to the strength of the column since 
m straight 

The  critical  stress  is  the  stress  corresponding  to  the  average  stress  over  the  cross  section  at  the 
buckling load  

other buckling mechanism could arise at lower loads. It refers to an initially perfect unifor
column with no eccentricity in the axial load. 

2

2
cE

cE
P E
A L

π
σ = =

′⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 
15‐2 

The effective column length can be expressed as 

LL
c

′ =   15‐3 

Where  L   the actual column  length and the  fixity coefficient dependent on boundary conditions. 
Fixity coefficients for possible perfect end restraints are reported in Table 15‐1. Figure 15‐3 shows the 
related buckling modes.  

Table 15‐1: Fixity coefficients for different end restraint 
Boundary conditions  c  L’ 

  c  

Both ends simply supported  1  L 

One end fixed, the other free  2 L 1/ 4  

Both ends fixed  4  / 2L  

One end fixed, the other simply 
supported 

(4.493/π)2 0.699 L 
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Figure 15‐3: Buckling modes for different end restraints 

Eq. 15‐2 also applies to more complex cases involving elastic restrains, intermediate supports, stepped 
ibuted axial  load. For each setting the pertinent fixity coefficient should be 

adopted. The  fixity coefficient  for various elastically  restrained columns  is given  in Figure 15‐4 and 
Figure 15‐5., whereas Figure 15‐6 refers to the case of a stepped column. Values of the fixity coefficient 
for several other cases are available in [1]. 

or tapered columns, distr

 

Figure 15‐4: Fixity coefficient for a simply supported column with elastic rotational 
restraints 
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ty coefficient for a simply supported column with Figure 15‐5: Fixi an intermediate 
elastic support 

 

Figure 15‐6: Fixity coefficient for a simply supported stepped column 

15.2.3 Inelastic flexural instability 
The  assumption  of  elastic material  at  stability  loss  is  only  valid  for  slender  columns.  For  shorter 
columns,  buckling will  occur  at  a  stress  level  above  the  proportional  limit  pσ   of  the  stress‐strain 
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relationship.  Indeed,  for a column  that  is not very slender,  it  is possible  to exceed  the proportional 
limit at some points of the cross section before the column buckles. This type of buckling is referred to 
as  inelastic buckling. Many attempts have been made to obtain a suitable modification of Eq. 15‐2 for 
inelastic buckling [2]. It is now widely accepted that a rational modification is given by the so called 
tangent modulus formula proposed by Engesser in 1889: 

2

2
ct t

ct
P E
A L

π
σ = =

′⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 
15‐4 

where  the  tangent modulus is  the slope of  the stress‐strain curve at  the stress  tE     ctσ  as shown  in 
Figure 15‐7. 

 

Figure 15‐7: Idealized stress‐strain curve 

The  tangent modulus  theory was  initially  criticized  by  some  authors  and  subsequently  apparently 
improved and corrected by Engesser (1895) who proposed the reduced modulus theory or double modulus 
theory. The difference between the two competing formulation consists of the value of the axial force at 
the onset of buckling when the column starts to bend. Tangent modulus theory assumes that there is 
an  increase  of  the  axial  force  along with  the  bending moment P∆   M∆ ,

 anywhe
the  axi
on at bu
 elastic

  resulting  in  an  overall 
increase in axial strain across the section and assuring no strain reversal re in the cross section 
(see  Figure  15‐8a). On  the  contrary,  in  the  reduced modulus  theory  al  force  is  assumed  to 
remain constant during buckling; consequently, the bending deformati ckling will cause strain 
reversal on the convex side of the column (see Figure 15‐8b). Since two  moduli,  E  and are 
necessary  to define  the moment‐curvature relationship of  the cross section,  the name double   
theory was used. The expression for

  tE  
modulus

  ctσ  

reduced

according to reduced modulus theory is still given by Eq. 15‐4 

with the only difference that the   modulus function ofrE ,    E  and should be introduced in 

place of the tangent modulus  Unlike the tangent modulus, the reduced modulus is a function of 
both material properties and   of the cross section. For example for rectangular and idealized 
I‐section  (i.e.,  I‐section of  equal  flange areas  connected by  a web of negligible  thickness), one gets, 
respectively:  

  tE , 

  tE .
geometry
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  15‐5 

In any case the reduced modulus will be smaller than the elastic modulus. 

From the classical instability concept the reduced modulus theory is correct since it is the counterpart 
of  the  Euler  theory  in  the  elastic  buckling  range. However, many  experiments  have  shown  that 
columns  tested  in  laboratory usually buckled at  loads  just slightly above  the  tangent modulus  load. 
Shanley  [3], explained  that  the critical  stress of a  straight  inelastic column  lies between  the  tangent 
modulus  load and  the reduced modulus  load. Hence,  the  former represents a  lower bound and  the 
latter an upper bound to the strength of a concentrically loaded, perfectly straight column. Because of 
unavoidable  imperfections,  the strength of  real columns usually  falls closer  to  the  tangent modulus 
load than to the reduced modulus load. Because of this and of the ease of use with which the tangent 
modulus load can be obtained, it is usually adopted in practice to represent the ultimate strength of a 
centrally loaded real column. 

The solution of Eq. 15‐4  involves successive approximations since  to plot  ctσ we have  to know 

of
tE , 

which in turn is a function    ctσ .

which 

 The problem can be solved by constructing tangent modulus curve 

for  the  given material,  in  is  plotted  against tE   σ .  In  that  plot,  Eq.  15‐4  is  a  straight  line 

through the origin with a slope of  ( )22 / '/Lπ ρ .

 straight line (s

 The buckling stress is obtained as the intersection of 

the tangent modulus curve and the ee Figure 15‐9). 

 

Figure 15‐8: a) Tangent modulus theory and b) reduced modulus theory  

Often for aluminum alloy, stainless steel and carbon‐steel sheet, the Ramberg‐Osgood equation [4]:  

264 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

1

0.7

31
7

n

E
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0.7

0.85

17ln
71

ln
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

⎛ ⎞σ
⎜ ⎟σ⎝ ⎠

  15‐6  (b) 

is  adopted  to  reproduce  analytically  the  stress‐strain  curve  [4]  by  interpolating  the  experimental 
 areresults. The three parameters needed   E ,  0.7σ  and  0.85σ ,

tersecti
 i.e. the Young modulus and two secant 

moduli yield strength equal  to  the ordinate of  the  in on with  the experimental curve of a  line 
through the origin having a slope equal to and (see Figure 15‐10).  0.7E    0.85E  

 

2

2
L

π

′

ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

tE  

σ
 

E

ctσ  

( )tE f= σ  
1 

 

Figure 15‐9: Determination of the buckling stress from tangent modulus curve 

 

Figure 15‐10: Parameter determination of the Ramberg‐Osgood stress‐strain curve 
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The tangent modulus curve is then given by the following equation 

1

0.7

31
7

t n
d EE
d n

−

σ
= =

ε ⎛ ⎞σ
+ ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 
 

15‐7 

and it is plotted in Figure 15‐11 in a non‐dimensional form. 

 

Figure 15‐11: Tangent modulus curve as a function of the Ramberg‐Osgood 
parameters 

he Ramber‐Osgood stress‐strai rve c  easily exploited  to construct stability column curves, 
by making use of Eq. 15‐7 and b viding oth sid of the  gent modulus formula by
T n cu an be

  0.7σ  y di  b es  tan which 
gives 

0.7

1
31

n

cr cr
E n

−⎜ ⎟π ρ

0.7 0.7

1 1

7

L′σ ⎛ ⎞
=

⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞σ σ
⎢ ⎥+ ⎜ ⎟σ σ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Non dimensional stability column curves are shown in Figure 15‐12. To obtain the critical stress for a 
given column first of all the three material parameters

  15‐8 

  E ,  0.7σ  and  0.85σ  

and re

are determined, so that the 

left side of Eq. 15‐8 is evaluated. Enter that value on horizontal axis  ad 
0.7

ctσ
σ

 from the proper

curve (selected by Eq. 15‐6 b), finally, compute

  n  

  ctσ .  

These  curves  can  be  directly  used  for  buckling  design  of  columns  of  a  given material with  cross 
sections not subjected to local buckling or crippling by establishing a safety margin and a cut stress. A 
typical design curve (usually named Euler‐Engesser curve) is reported in Figure 15‐13.  
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Figure 15‐12: Non‐dimensional column curves as a function of the Ramber‐Osgood 
parameters [5]  

 

Figure 15‐13: Typical Euler‐Engesser design curve for a given material 

15.2.4 Compression crippling 

When the slenderness ratio 
ρ

'L

 cross

is <20, the thin walled column which consists of flat plates buckles by 

local instability, in which the  section is distorted and the buckle length is of the order of the cross 
sectional dimensions. This type of instability failure is more closely related to plate behavior than to 
classical column buckling. The thin walls of the column buckle while the corners and intersections of 
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the section which constitute stiffer partition of the column, can continue to be loaded being restrained 
against  lateral movement. When also  in  these areas  the stress reaches a  threshold value,  the section 
loses  its  ability  to  support  additional  axial  load  and  fails.  Figure  15‐14  shows  the  cross‐sectional 
distortion  occurring  over  a  thin‐walled  element  and  the  corresponding  stress distribution over  the 
cross section.  

 

Figure 15‐14: (a) Distortion of a thin walled column before crippling and (b) stress 
distribution over the cross section  

The crippling stress  ccσ  

 At

is an average stress; it is calculated as if the stress were uniformly distributed 

over the cross section.  failure, the maximum stress,  maxσ  

  cc

reached in the corners or intersections is 

always  above  the  compression  yield  stress,  although σ  
 on 

may  by  considerably  less  of  that  value. 
Unlike elastic buckling, crippling  induces deformations the member  that do not disappear when 
the member is unloaded. The maximum strength of the column with regard to crippling is essentially 
a function of the cross section geometry and material properties. Crippling applies to extremely short 
columns;  the  stress at which crippling  failure occurs  is essentially  independent of  the  length of  the 
column 

The nonlinear behavior associated with compression crippling makes theoretical prediction of  ccσ  for 
arbitrary  cross  section  a  hard  task.  Different  semi  empirical  methods  have  been  proposed  for 

n in simpler sub elements [6], [7]. A 
systematic  semi  empirical  investigation  has  been made  by Gerard  [8] who  extended  a  procedure 
devoted to flat plates buckling to the crippling stress evaluation. After extensive test data analysis and 
interpolation for many different materials and cross sections he proposed the following formula: 

satisfactory evaluation of the crippling stress by dividing the sectio

m

cc
n

y tot y

gt E
b

⎛ ⎞σ
= β⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

  15‐9 

where  t  is the thickness of a formed column or the mean wall thickness of an extruded column: 

i i

tot

b t
t

b
= ∑   15‐10 

Here  is  the developed  length  of  the  cross  section with  the width  of  plate  elements 

 according to Figure 15‐15. 
tot ib b= ∑   ib

evaluated for extruded and formed section
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(a) (b) 

 

Figure 15‐15: Cross section of typical extruded (a) and formed (b) column 

The parameters β ,  and n  are  constants determined  from  test data  and  analogies with  flat plate 
buckling, whose  is reported  in Table 15‐2 for  typical  thin wall cross section. Let us divide  the 
thin walls  into  two categories:  flanges, which  have  a  free  edge  and webs, which  are  supported  by 
adjoining plate   on both edges. The parameter is the number of the webs plus the number 
of  the  flanges  that would  exist  after  cutting  each web two parts. Figure  15‐16  shows how  is 
determined for some cross sections.  

The  compression  yield  strength,  adequately  reduced  according  to  section  shape  and  fabrication 
process, is used as the crippling stress cutoff. The cutoff stress is listed in Table 15‐2. 

The  results  of Gerard method  agree  fairly well with  experimental  results.  Some  correction  to  the 
parameter

m
value 
 

elements   g  
  in  g  

  β  
ring
(Fig
ent

could be  introduced  for  formed  section where  severe  strain hardening occurs  at  the 
corners du  fabrication processes [9]. Gerard formula can also be employed for sections with  lips 
and bulbs  ure 15‐17) which, if correctly dimensioned, simulate a simply supported edge condition 
for the adjac  plate element which can be assimilated to a web instead of a flange. If the bulb or lip is 

 it is supposed to stabilize. Gerard had 
 bulb or  lip size that allow producing 

web  behavior  of  the  outstanding  plate.  The  figure  gives  also  the  estimated  critical  strain 

too small, it will buckle below the flange adjacent plate which
derived  the curves  in Figure 15‐18  to determine  the minimum

crε , 
  not according  to  plate  theory,  of  the  outstanding  leg when  the  proportion  of  the  bulb  or  lip  is

satisfactory for web action. 
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Table 15‐2: Constants for Gerard method 
Section  g  β   m  n  Cutoff 

stress 

Extruded angle  2  0.56  0.85  2  0.8 yσ  

Extruded 
rectangular tube 

12  0.56  0.85  2  0.75 yσ  

Formed 
multicorner 
section 

‐  0.55  0.85  2  0.75 yσ  

Extruded T  3  0.67  0.40  2  0.8 yσ  

Extruded 
cruciform 

4  0.67  0.40  2  0.8 yσ  

Extruded H  7  0.67  0.40  2  0.8 yσ  

Extruded C  5  0.96  0.75  3  32 / w yt b σ  

Extruded Z  5  0.96  0.75  3  32 / w yt b σ  

 

Figure 15‐16: Value of  g  for typical sections [8]  
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It is important to note that a column made of thin leg all having the same local buckling length so to 
reach  their  buckling  stresses  simultaneously, will  fail  at  a  lower  load  than  a  similar  column with 
element with different buckle  lengths.  In  fact  in  the  former  case none of  the  elements  can provide 
rotational edge restraint to its adjoining elements, and all the elements behave as if they were simply 
supported along the lines where they join other elements. This happens for equal legged angle, T and 
cruciform sections, square tube of constant thickness. When this occurs analytical treatment is possible 
and simple solutions can be derived following plate buckling theory [10]. 

 

Figure 15‐17: Typical lips and bulbs 

 

Figure 15‐18: Minimum bulb (a) and lip (b) dimension to assure web behavior of 
the outstanding plate [11]  

15.2.5 Combined flexural and local instability 
Crippling  stress,  at  small  slenderness  ratios,  and  the  Euler  stress,  at  large  slenderness  ratio,  are 
confirmed by  test  results. For  intermediate  slenderness  ratio  these approaches usually overestimate 
the buckling  load. This  is because  in the  intermediate range, the failure  is a combination of primary 
and  secondary  modes.  A  primary  instability  mode  in  which,  the  column  bends  and  twists 
simultaneously occurs in the intermediate range for sections with a low torsional rigidity. The buckle 
length is of the order of the column height; and even if out of plane warping is possible as the column 
twists,  the cross‐sectional shape does not change. For doubly symmetric section,  in which  the shear 
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center and the centroid coincide, the pure torsional buckling may occur. Thin walled open sections are 
particularly susceptible of this type of instability, and because these sections are also subject to  local 
instability,  failure may occur by a  combination of bending,  twisting and  local buckling.  Interaction 
between different buckling modes which occurs at intermediate slenderness ratio is not amenable of a 
general analytical  treatment. As a result, empirical equations are generally used  for  this region. The 
Johnson‐Euler parabola is frequently used from  '/ 0L ρ =  

ical, the 
structural 

determined  in 
ily of curve

to a transitional slenderness ratio where the 
parabola joins the Euler curve. While it is empir Johnson‐Euler equation will yield reasonable 
strength prediction for most common types of  sections when used in conjunction with the 
column  cross  section  crippling  strength  the  previous  section.  The  Johnson‐Euler 
solution has been commonly presented as a fam s as shown in Figure 15‐19. If the parabolas 
are tangent to the Euler curve at c  0.5c cσ σ=  and have the vertex, c  c cσ σ= , at  '/ 0L ρ = , then, their 
equation reads: 

2

2

( / )1
4

cc
cr cc

L
E

′⎛ ⎞σ ρ
σ = σ −⎜ ⎟π⎝ ⎠

  15‐11 

And the transitional slenderness ratio 
'

tr

L
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 where the parabola joins the Euler curve is: 

2

cctr

L E′⎛ ⎞
= π⎜ ⎟ρ σ⎝ ⎠

  15‐12 

 
crσ  

ccσ  
2
ccσ  

tr

L′⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 L′⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

 

Figure 15‐19: Johnson‐Euler curve 

15.2.6 Torsional instability 

15.2.6.1 Overview 

In the previous sections, it was assumed that the column was torsionally stable; i.e., the column would 
either fail by bending in a plane of symmetry of the cross section, by crippling, or by a combination of 
crippling and bending. However,  if  the torsional rigidity of  the section  is very  low,  the column will 
buckle either by twisting or by a combination of bending and twisting. This occurs for a bar of thin‐
walled open cross section which can buckle by twisting at loads well below the Euler load. Frequently, 
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thin‐wal oincide 
and therefore, torsion and flexure interact. 

Pure  torsional  instability  is an unstable  rotation of a column’s cross‐sections about  the  longitudinal 
axis of  the column  (see Figure 15‐20);  flexural bending of  the axis of rotation does not occur during 
pure  torsional  instability.  In  general  the  buckling  load  pertinent  to  pure  torsional  instability  is 
different  from  flexural  instability  loads  for  a particular  column. A  column  is  apt  to pure  torsional 
buckling if it has either a doubly‐symmetric or a point‐symmetric open cross section. If a column has 
just  one  or  no  symmetry  axes  the  torsional  instability  mode  is  coupled  with  flexural  modes  of 

ric closed cross‐section is not prone to torsional instability. 

15.2.6.2 Cross section with two axes of symmetry or point symmetry 

When the cross section has two axes of symmetry or is point‐symmetric (see Figure 15‐21), the shear 
center and the centroid will coincide. In this case, the purely torsional buckling stress is given by [12]:  

led open sections are not doubly symmetric, then centroid and shear center do not c

instability. A column of doubly‐symmet

2

2
0

1c W
c

T

P EC GJ
A I L

φ
φ

⎛ ⎞π
σ = = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  15‐13 

Where  

0I =    Polar moment of inertia with respect to centroid  

warping constant of section 

effective torsional length of the column 

shear modulus of elasticity 

Saint Vernant torsion constant 

The effective torsional length is the distance between pairs of points along the buckled column where 
the  internal  resisting moment  is  equal  to  zero.  The  effective  torsional  length  is  analogous  to  the 
effective flexural lengths, and may be evaluated by an examination of the column’s end restraints with 
respect  to  twisting  and warping.  If  the  ends  are  free  to warp  out  of  the  cross‐section  plane  but 
restrained against column axes rotation, than

wC =   

TL =   

G =   

J =   

  TL L= . In case end section cannot warp, In 
practice, most columns will have an effective torsional length that is between these two 

For cross sections with two axes of symmetry, there is no interaction between buckling modes and the 
column fails either in pure bending or in pure twisting. 

Thus the critical values of the axial load is the minimum between Euler buckling load, Eq. 15‐1, and 
pure torsional buckling load Eq. 15‐13. The effective buckling load depends on the shape of the cross 
section and the length of the member. In general, pure torsional buckling will occur for a column with 
wide flanges and short lengths. 

  / 2TL L= . 
extremes.  
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Figure 15‐20: Torsional buckling of a cruciform column  

 

Figure 15‐21: Possible column buckling modes 

274 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

15.2.6.3 Cross section with one axis of symmetry 

If the cross section has one axis of symmetry, say the x‐axis, the buckling load is given by [12]  

( )( )2 2
0 0( )cEy cEx cP P r P P P P P xφ

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦  2 0= 15‐14 

where  
22

2 2;        yx
cEx cEy

EIEIP P
L L

ππ
= =

′ ′
  15‐15 

is  the polar  radius of gyration and0 0 /r I A=     0x   is  the distance between  the  shear center and  the 

centroid. The buckling load of the column will be the smallest solution of Eq. 15‐14; i.e. one of the 
following values: 

  crP  

( )2

1 2
1;             4

2c cEy c c cEx c cEx c cExP P P P P P P kP P
k φ φ φ

⎡ ⎤= = + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
  15‐16 

where  
2

0

0

 1 xk
r

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  15‐17 

Therefore, a  singly  symmetrical open  section  such as an angle or  channel  can buckle  either of  two 
modes: by  flexural buckling   or  torsional‐flexural buckling ( 1c cP P= ) ( 2c cP P= ). Which of  these two 

occurs depends on the dimension and shape of the given section. If  y xI I> ,

 bucklin

 then, flexural buckling is 

ruled out and only  torsional‐flexural  instability can occur. Column g regions, visualizing  the 
domains related to different buckling mechanisms, can be derived for each section as a function of its 
geometrical properties [13].  

15.2.6.4 Cross section with no axis of symmetry 

 open cross section with a lack of symmetry, buckling occurs by 
. Purely flexural or purely torsional buckling cannot occur. The 

equation governing the instability problem [12] is: 
2
0)( ) ( ) ( ) 0cEx c cEx cEyP P P y P P P x P Pφ− − − − − =   15‐18 

The solution of this cubic equation yield three roots and  the smallest will be the critical 

load  

15.3 Lateral buckling of beams 
A beam may buckle out of the plane of loading under the circumstance that its stiffness in that plane is 
much higher  than  lateral and  torsional  stiffness and adequate  lateral  restraints are not present  (see 
Figure 15‐22). In the case of a perfectly straight beam, there are no out‐of‐plane deformations until the 
applied  load  reaches  a  critical  value,  at which  point  the  beam  buckles  by  deflecting  laterally  and 
twisting. The lateral deflection and twisting are interdependent. When the beam deflects laterally, the 
induced moment exerts a component  torque about  the deflected  longitudinal axis which causes  the 

In the case of a column of thin‐walled
a combination of torsion and bending

2 ( )(cEyr P P P P− − 2 2 2
0 0

  1cP ,  2cP     3cP ,

  cP .

beam  to  twist.  Such  buckling  behavior  has  been  referred  to  as  flexural‐torsional  buckling  or  simply 
lateral buckling. 
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Flexural‐torsional buckling  influences  the design of  laterally unrestrained beams  in much  the  same 
way that flexural buckling influences the design of columns. Thus the bending strength will now be a 
function of the beamʹs slenderness. 

 
 
Mx  Mx

x

y

 

Figure 15‐22: Lateral buckling of a rectangular beam 

For  the  simplest  case  of  doubly  symmetric  beams  under  uniform  moment,  the  critical  buckling 
moment is given by: 

21cr yM EI GJ W
KL
π

= +   15‐19 

where  

wECW
KL GJ
π

=   15‐20 

The second square root in Eq. 15‐19 represents the effect of warping torsional stiffness and  K  
m, 

is the 
effective length factor; its values depend on restraint conditions. For a simply supported bea 1K = , 
for  a  cantilever  2K = ,  for  clamped  ends,  0.5K = .  For  rectangular  solid  or  boxed  beams  wC   is 

negligible, and then W  may be taken as zero. Eq. 15‐19 assumes that the lateral torsional buckling is 
not  influenced by  in‐plane deflection. This hypothesis  is  justified when  the  flexural  rigidity  xEI ,  is 

much larger than the flexural rigidity  yEI , so that the in‐plane deflection will be negligible compared 

with that of the  plane deflection. both  are of the same order of magnitude,   
of bending in the  l y‐z plane may be important and should be considered in calculating

out‐of‐  If   rigidities the effect
vertica   crM . 

  and An  approximate  solution  that  includes  the  effect  of  in‐plane  deflection  is  given  by  Kirby
Nethercot [14] as 

21y
cr

r

EI GJ
M W

KL I
π

= +   15‐21 

where 
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1 y
r

x

I
I

I
= −   15‐22 

y xI I= ,  rI  becomes  zero  then  according  to Eq.  15‐21  crM  Note  that  if  becomes  infinite. One  can 

conclude  that  the  lateral  torsional buckling of beams  is possible only  if  the  cross  section possesses 
different bending stiffnesses in the two principal planes and the applied loads act in the plane of the 
weak axis.  

As a result, lateral torsional buckling will never occur in circular cross sections or square box sections 
in which all the component plates have the same thicknesses. 

Several  factors  affect  elastic  lateral  buckling  considerably,  such  as:  non  uniform  bending moment 
related to different patterns of span loading, end restraints, shape of the cross sections, lateral bracing 
system, distance from the shear center to the point of application of transverse load. A comprehensive 
analysis of lateral buckling of beams which accounts for these matters can be found in [15]. 

15.4 The beam-column 

15.4.1 Overview 
In this chapter a supplement to the usual beam‐column buckling tables will be presented with special 
reference to some analysis methods and to the influences encountered in the lightweight constructions 
of the aerospace industry. In this section the cross‐section of the bar is assumed to remain plane and to 
keep  its  original  geometrical  form.  Some  other  influences  will  be  investigated,  namely  shear 
deformation, pre‐tensioning and elastic support. The suggested analysis methods will be presented by 
using selected applications. 

15.4.2 The "complete" differential equation of the beam-column 
Here, the above mentioned influences (shear deformation, pre‐tensioning and elastic support) will be 
taken into account, especially commenting the different mathematical models usually encountered in 
the technical literature, one of them excluding the pure shear‐buckling of beams.  

Also some different methods will be shown  for  the analysis of critical  loads. Such methods are:  the 
variational calculus, the solution of the differential equation, transfer matrices, pseudo‐force methods, 
dynamic criteria (especially for non‐conservative systems), etc.‐ 

The simplest differential equation (DE) is that of a straight shear rigid beam under a line load  p  
VIEIw p= −   15‐23 

In  Figure  15‐23  the  sign  conventions,  the  equilibrium  as well  as  the  deformations  are  explained. 
Hereby  is  the  displacement  of  the  cross‐section,  its  fourth  order  derivative,  and w   IVw   EI   the 
bending stiffness. 

However, this equation neither considers shear deformation nor supplementary terms due to elastic 
foundation  and  second‐order  theory.  In  the  following,  the  DE  will  be  stepwise  completed. 
Nevertheless  the  assumptions will  be  retained  that  the  cross‐section  remains  plane  and  keeps  its 
geometrical shape. Here, just linear elastic material behaviour will be considered. 

The most general beam,  the DE of which  is utilized  for  the computation of critical  loads  is  the pre‐
tensioned beam on an elastic  foundation. Especially  the  last  item  is very useful, amongst others,  to 
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explain the behaviour of shells and plates under  loading. Figure 15‐23 represents the equilibrium of 
the  pre‐tensioned  beam  on  an  elastic  foundation.  The  pre‐tensioning  force N  (positive  in  tension) 
keeps  its direction during the deformation of  the beam. The shear  force Q  is  the original one acting 
perpendicularly to the straight reference axis. 

ive shear force which induces the shear stresses at the face of the cross‐section reads 

15‐24 

And  is  to  be  considered when  calculating  the  bending moment  according  to  from 

The effect
I

effQ Q Nw= +  

effdM Q dx= ⋅  

which follows 

I
eff

dM Q Q Nw
dx

= = +   15‐25 

 

Figure 15‐23: The pre‐tensioned beam on elastic foundation, sign convention static 
system and equilibrium  n the deformed element 

The equilibrium of the vertical forces delivers 

o

* / II I
eff effp dQ dx p kw Nw Q= = + − =   15‐26 

Inserting Eq.15‐26 into Eq.15‐23 yields 

15‐27 

Further  it  is  to  be  considered,  that  the  deformation  consists  of  a  bending  and  a  shear 

contribution

IV IIEIw Nw kw p− + = −  

w   bw  

  sw  
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b sw w w= +   15‐28 

The  slope  of  the midline  is  affected  by  the  bending moment  and  the  shear  force. The  bending 
deformation  only  rotates  the  face  of  the  cross‐section  (changes  the  curvature) whereas  the  cross‐
section remains perpendicular to the curved midline. During the shear deformation the cross‐section 
of the beam element remains parallel to the original position. Thereby, the resulting slope becomes  

I
s 15‐29 

Iw

I I
bw w w= +  

The relation between loads and deformation is derived, as 
I / ( )s eff Sw Q GA= −   15‐30 

rection factor) so that  

) 15‐31 

And finally  

( sA A κ= , with κ  being the shape shear cor/

( ) / (I I I I I
b s b Sw w w w Q Nw GA= + = − +  

/
1 / 1 /

I
I b S

S S

w Q GAw
N GA N GA

= −
+ +

  15‐32 

The second derivative of the bending deformation is 

15‐33 

In order to establish the differential equation the second and fourth order derivatives are needed: 

‐ for bending 

15‐34 

‐ for shear  

w Q GA= − , S 15‐35 

This  leads  to  a  formulation  of  the  full DE  after  inserting  the  above  equations  into  Eq.  15‐27  and 
resolving for and its derivatives 

/ ( )II
bw M EI=  

/ ( )II
bw M EI= ,  / ( )IV I

b effw Q EI=  

/ ( )II I
S eff S   / ( )IV III

S effw Q GA= −  

 w  

(1 ) ( ) ( )IV II II

S S

N kEI EIEIw N w kw p p
GA GA GA

+ − + + = − +  
S

15‐36 

The  solution of  the differential Eq.15‐36  is  the  sum  of  the homogeneous  solution plus  a particular 
integral. As  Eq.  15‐36  is  an  ordinary DE with  constant  coefficients  as  a  solution  function  for  the 
homogeneous part:  

15‐37 

can be employed. By substituting  this solution  into Eq.15‐36,  the so‐called characteristic equation  is 
obtained (assuming   

exp( / )i iw C x L= λ  

  0p = ),

4 2 / / / 0
1 / 1

s

s s

N EI k GA k EI
N GA GA

+
λ − λ + =

+ +
  15‐38 

Once  the  complete  solution  is  found  the  integration  constants  can  be  determined  based  on  the 
boundary conditions. Unfortunately this solution is only valid for a uniform beam with constant  EI  
and  sA G  along the beam and for particular boundary conditions.  
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In general application, a matrix formulation is more flexible and numerically advantageous. For this 
purpose, the so‐called transfer matrix of the uniform beam will be established.  

Deformation and loading of a cross‐section is entirely defined by the state vector  

( , , ( ) , ( ))I T
bw w M EI Q EI=v   15‐39 

The first derivative of which reads 

v 15‐40 

In  this equation  is  termed  the differential matrix,  the components of which are still ascertained, 
and which may be formulated –using the Eqs. 15‐25, 15‐26 and 15‐32 ‐ in matrix notation as  

with  

I =v A  
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15‐41 

Writing  the  inhomogeneous differential  equation  15‐36  in  vectorial  form  one  can  solve  it with  the 
solution function 15‐37 also written in vectorial form. Then, it follows with 

exp( / )x L= λv c   15‐42 

the   

exp( / ) exp( / )
equation

x L x Lλ λ = λIc Ac   15‐43 

wherein  Ι  is the diagonal unit matrix. For this system a solution exists only if the determinant  

0− λ =A I   15‐44 

es zero which means becom

/1 0
(1 / ) (1 / )

S

S SN GA N GA
−λ −

+ +

0 1 0
0/N EI

−λ

0
(1 / ) (1 / )S SN GA N GA

k 0 0
EI

EI GA

=
−λ

+ +

− −λ

  15‐45 

 re

On th

The sult is identical to the characteristic equation Eq. 15‐38. 

e other side, the differential matrix Α  leads, after a Piccard iteration, to the transfer matrix
h ces of 

 U , 
whic  represents the connection between the state vectors,  i+1v  and  iv , at the cross section fa
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the single beam section (see Figure 15‐24). By a matrix multiplication of the associated matrix of each 
of the segment‐wise, uniform, juxtaposed sequence of single beam segments  

, ,
,

1

( )
!

A
U I

nN
i j i j

i j
n

L
n=

= + ∑   15‐46 

the connection between  the end faces of  the segmented complete beam  is achieved. Here  ,i jL   is  the 

h

  

lengt  of the individual beam segment, which is assumed to have constant properties. 

Introducing the boundary conditions the buckling load with associated modes can be determined.

 

Figure 15‐24: Transfer of state vector from the face i‐1 to the face i of the beam 
element 

Two different models  can be  applied  in  the beam  transfer matrix method. One  is  called Sandwich 
Modelling (similar to the modelling presented of the shear deformation of a sandwich) and the other 
Domino Modelling  (here  the  shear  deformation  is  described  by  a  stack  of  dominos).  Figure  15‐25 
depicts the main differences. 

 

Figure 15‐25: a) Sandwich modelling and b) domino modelling  

a. Sandwich modeling 
The differential matrix  still that given by Eq. 15‐41 

b. Domino modelling 
The shear deformation reads 

 A is
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* /( ) ( ) / ( )I I
S S bw Q GA Q Nw GA= − = − +  S 15‐47 

Inserted into the derived set of equations delivers the two equations  

(1 )
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+
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15‐48 
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b

S
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S

M Q Nw Q N w
GA GA

= + = − + −   15‐49 

and  eventually  the  set  of  relationships  is  expressed  in  a  short  and  concise manner  by  the 
differential matrix 
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15‐50 

15.4.3 Stability under axial load  
The above indicated analysis method can be applied for different load conditions as well as boundary 
conditions: 

• arbitrary  boundary  conditions  for  columns  can  be  considered  e.g.  using  transfer‐matrices, 
where arbitrary boundary conditions including elastic clamping can be introduced  

• isostatic and redundant systems, once more, transfer‐matrix methods offer different advantages 
for this task, also in the case of sector‐wise varying cross‐section‐properties 

• ʺSouthwell‐plotʺ‐like stability analysis is an iterative procedure based on multiple deformation 
analyses  for  several  pre‐tensions,  accelerating  the  calculations  by  Southwellʹs method.  This 
procedure  is also suitable for  the estimation of  the stability  in  the case of plastic behaviour of 
the materials, provided the curve is nearly bilinear. 

• axisymmetric  buckling  of  shells  as  beams  on  elastic  foundation  considering  supplementary 
supports (e.g. solid rocket housing with the filling as elastic support), and arbitrary boundary 
conditions 

• buckling of sandwich face‐sheets (lateral and axial support), on thick or thin cores 

• torsional  instability,  torsion‐bending buckling  and  lateral  instability under  axial  compression 
and bending moment, investigated for closed and open profiles with reduced torsional stiffness 

• follower  forces  as  non‐conservative  systems,  where  classic  investigation‐methods  fail  for 
stability prediction, here the application of dynamic procedures will be explained 
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• buckling of pipes under  internal pressure  (depending on boundary  conditions) and/or  liquid 
velocity via centrifuge or Coriolis forces as conservative or non‐conservative systems 

• buckling under thermal stresses, analysing the instability level and the subsequent equilibrium 
position 

• general beam‐column  ‐  theory, and, as an  important example: discontinuity stresses  in shells; 
comparison first‐ and second‐order theory 

• plasticity‐effects estimation (Shanley/ Engesser/ Kármán method) or numeric integration 

As an example let us consider a column with simply supported ends under axial load. The function  

15‐51 

is a possible solution which fulfils the simply supported boundary conditions.  

For  determining  the  critical  loads  the  two  approaches  Sandwich  and  Domino  Modelling  are 
employed, again. 

a. Sandwich Modelling 
Inserting above solution  function  into Eqs. 15‐36 and 15‐38  the critical axial compressive  load 
becomes 

0 sin( / )w w n x L= π  

4 2

4 2

( / ) ( / ) / ( ) /
( / ) / ( ) ( / ) /

sandwich s
cr

s

n L k n L GA k EIN
n L GA n L EI

π + π +
= −

π + π
  15‐52 

S

This gives for the various cases the Euler column loads: 

1. Classical:  

, 0, 1A G k n= ∞ = =  
2

2
sandwich
cr

EIN
L
π

= −   15‐53 

2. with shear deformation: 

 
2 2

21
sandwich
cr S

EI EIN
⎛ ⎞

2/ 1
SL GA L

π π
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  15‐54 

3. rigid in bending, elastic in shear: 

EI k n, 0, 1= ∞ = = A 15‐55 

4. rigid in shear, on elastic foundation: 

 
2

sandwich
Scr S

N G= −  

, 0sGA k= ∞ ≠  
2 2

2 22

2

sandwich
cr k

n kN EI
nL

L

π
= − −

π
 

15‐56 

With a minimum at ) from which follows   4/ ( /k EI n L= π  

min
2sandwich

cr k
N k= −  EI 15‐57 

b. Domino modeling 
Inserting  the  deformation  approach  Eq.  15‐32  into  the  Eqs.  15‐48  and  15‐49  and  imposing 
det[A]=0 yields, for k = 0. 
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2
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20.5 ( 1 1 4 )do o
cr s

S

EIN GA
GA L

π
= − − + +   15‐58 

Figure 15‐26  shows  the evolution of  the  critical  column  load  for both models as  functions of 

( )2 2/ sx EI GA Lπ= .  In  the case of very  low  shear stiffness,  becomes  infinite and as  limit 

values turn out  

A 15‐59 

x  

sandwich
Scr

N G
∞

= −  

2
min

20.5 ( 1 2 )do o
Scr

S

EIN GA
GA L∞

π
= − − +   15‐60 

 

Figure 15‐26: Sandwich modelling and Domino modelling of the shear 
deformation critical column loads 

It  can be  seen  that  the domino modeling  excludes a purely  shear‐induced buckling. However,  this 
statement is contradictory with experiences on columns having very low shear stiffness. Timoshenko 
[16] means  that  the  domino‐modeling  is  rather more  accurate,  anyhow  he  prefers  the  sandwich‐
modelling as well as the safer one.  

In  the  case  of  the  buckling  of  a  column  representing  a  helical  spring  Timoshenko’s  choice  is  the 
domino  modelling,  where  it  remains  to  investigate,  whether  the  low  extensional  stiffness  is  not 
dominant for the buckling of the helical spring. An evaluation of relevant test results would be useful. 

15.5 In-plane buckling of rings and arches 

15.5.1 Overview 
Rings and arches when loaded in their plane are subject to buckling. The mode of buckling depends 
on the type of cross‐section, boundary condition and shape of the curved element. In the following we 
assume that the behavior of the material is linear elastic and that the thickness is much smaller than 
the radius of curvature. From the buckling point of view, the analytical treatment of high arches and 
rings, in which the center line can be assumed extensionless at instability, is different from that of flat 
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arches, in which axial strain needs to be considered. Flat arches exhibit snap through instability (also 
called  oil‐canning),  i.e.  a  visible  and  sudden  jump  from  one  equilibrium  configuration  to  another 
specular  symmetric  one.  This  contrasts  with  high  arches  behavior  which  usually  experiences 
asymmetrical buckling. For  a  complete  theoretical  and  experimental  investigation dealing with  the 
buckling of rings and arches the interested reader should consult [12], [17] and [18]. 

15.5.2 The thin circular ring 
On  the  contrary  of  perfect  columns,  the  perfect  thin  ring  under  lateral  loading  undergoes 
displacements prior to loss of stability. Let us assume that planes remain plane after deformation, the 
normals to the neutral axis are inextensional, and the ring is thin.  

 

Figure 15‐27: Ring geometry and sign convention [17] 

Following the geometry and sign convention on Figure 15‐27 and the analytical treatment in [17], the 
strain at any material point at distance from the neutral surface is given by 

15‐61 

where

  z  
0 zε = ε + κ  

  0ε  denotes the extensional strain of material points on the neutral surface and the change in 
curvature. For small engineering extensional strain and moderately small rotations one gets: 

 κ  
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  15‐62 

being w(θ)  and v(θ)  the displacement  components  of  the neutral  surface material points  and  the 
primes  denote  derivative  with  respect  to  θ .  Consider  the  thin  circular  ring  to  be  loaded  by  a 
uniformly distributed  load around  its circumference with components  rp  and  pθ  

 be 
in the radial and 

tangential directions, respectively. The equilibrium equations for such load can derived using the 
stationary total potential energy criterion to get [17]: 

15‐63 

In  Eq.  15‐63 
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0N EAε=   and  M EIκ=   denote  the  axial  stress  resultant  and  bending  moment, 
respectively. 

If a uniform radial pressure loading  p  is present, then  0rp = ,  p pθ =  and the pre‐buckling solution 
is characterized by uniform radial contraction (or expansion) with:  

2
p pRw

EA
= ,  v 0p = ,  pN pR   0pM= , = ,  p

rp p= ,  0ppθ =   15‐64 

The critical load, in case of uniform pressure loading, is the smallest load  crp  for which equilibrium is 
possible  in  adjacent  non  circular  configuration.  To  investigate  the  possible  existence  of  adjacent 
equilibrium position one introduces small increments (denoted by starred quantities) around the pre‐
buckling solution: 

2
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* * * *

,   v v v v ,   
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p Rw w w w N N N p R N
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= + = = + =
 

*

15‐65 

Since  the  increments  can be  taken  as  small  as we wish, R and  the  linearized kinematic 
relation can be used for the internal forces:  

  *
crN p<<  

( ) ( )* * * * *
2v ,   '' v 'EA EIN w M w *

R R
= + = −   15‐66 

Substituting Eqs. 15‐65 and 15‐66 into Eqs. 15‐63 results in the buckling equations 

( ) ( ) ( )
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* * * * * * * 2
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+ + − − − + =
  15‐67 

ental load components and
during  the  buckling  process  should  be  investigated.  There  are  three  possibilities  concerning  the 
behavior of the load, named case I, II and III (illustrated in Figure 15‐27). In case I, it is assumed that 
the load remains normal to the surface as the ring deforms (“live load”). In case II, it is assumed that 
the  load remains parallel to  its original directions. Finally,  in case III  it  is assumed that the pressure 

  *
rp     *

ep  In order to solve the previous equations, the behavior of the increm

remains centrally directed (“dead load”). For the three cases one gets: 
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Then, Eqs.15‐67 reduces to the eigenvalue problem: 
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  15‐69 

where  ρ  is the radius of gyration of the cross‐sectional geometry and  

3

cr
Rp
EI

λ =   15‐70 

The  continuity  conditions  for  the  complete  ring  require  that  and  be  periodic  with  their 
derivatives, thus the following solution can be assumed 

*w   *v  

* *cos ,   v sinn nw A n B nθ θ= =   15‐71 

Where and  nA     nB  are constants and is a positive  integer. The characteristic equation  following   n  
from the homogeneous linear equations in  nA  and  nB  has the following solutions: 
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15‐72 

The critical value is the minimum λ  as a function of integer values of  Since corresponds to a 
rigid body motion which is supposed to be avoided by constraints, the smalles ‐value is seen to 
correspond to (ovalization of the ring): 

 n .   1n =  
t eigen

  2n =  

3

3

3
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λ = − = −
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  15‐73 

Case I is the best model for the case of fluid pressure. Case III describes the problem of a ring which is 
loaded by closely spaced radial cables converging to the center of the ring. Case II is not amenable of 
practical applications. 
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15.5.3 High circular arch 
The buckling behavior of high  circular arches under normal pressure  is  still governed by Eq.15‐67, 
under  the  assumption  that  first  the  arch  is uniformly  contracted  and  then  it  buckles with  support 
immovable, as shown in Figure 15‐28. 

 

Figure 15‐28: Geometry of pinned circular arch [17] 

If the arch is simply supported at both ends, the boundary conditions at θ απ= ±  are given by 

( ) ( )* * * * * * *
20,    '' v ' 0,    v ' 0EI EAw M w N w

R R
= = − = = +  = 15‐74 

which are satisfied by the following solution 

* *sin ,    v cosn n
n nw A Bπθ πθ
α α

= =   15‐75 

The critical condition corresponds to  1n =  and is given by:  
2

3

2

3

22

3 2

Case I:  1

Case II:

( / ) 1
Case III:

( / ) 2

cr

cr

cr

EIp
R

EIp
R

EIp
R

⎡ ⎤π⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟α⎝ ⎠

⎡ ⎤π α −⎣ ⎦= −
π α −

  15‐76 

The solution for the case of clamped ends, due to E.L. Nicolai and presented in [16], is given by: 

2
3 1cr

EIp k
R

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦   15‐77 

Where is the solution of the following equation:   k  
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 tan cot 1k kα α =   15‐78 

These results are not applicable  to shallow arches. Buckling of shallow arches  is  treated  in  [12], [17] 
and [18]. 
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16 
Flat and curved panels 

16.1 Overview 
This chapter presents the characteristics of the buckling behaviour of unstiffened and stiffened panels. 
Section 16.2 treats flat panels, while Section 16.3 deals with curved panels.  

16.2 Flat Plates 

16.2.1 Introduction 
Important  characteristics  of  plates  have  been  presented  in  Section  5.3.  For  plates,  the  thickness 
dimension h  is small as compared with characteristic  in‐plane dimensions, such as  the  length a and 
width  b  in  the  case of a  rectangular plate  ( ah << , bh << ).

apter, 
 Figure 16‐1  shows a  rectangular plate 

subjected to in‐plane compressive loading. In this ch emphasis will lie on rectangular plates. The 
ressive  loading  in  the x‐ or y‐direction, and loading cases  that will be considered are  in‐plane comp

shear  loading. The  characteristics  of plate  buckling  analysis will  be mainly presented  for  isotropic 
material, but the basics for the analysis of laminated plates will also be treated. Postbuckling analysis 
of  isotropic  plates  has  been  discussed  in  Section  5.3.  The  postbuckling  load‐carrying  capability  is 
essential in the design of stiffened panels and will be treated in Section 16.2.6. 

 

Figure 16‐1: Rectangular plate under compressive loading in the x‐direction 

16.2.2 Basic Equations for Isotropic Plates 
ar equilibrium equations, the nonlinear 
 The stability equations will be used  in 

order to obtain expressions for the buckling load.  

The basic equations for plate buckling analysis are the nonline
strain‐displacement relations, and  the constitutive equations.
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Figure 16‐2: Stress and moment resultants 

the  stress  and moment  resultants  defined  in  Figure  16‐2,  the  Von  Kármán  type  nonlinear 
equilibrium equations can be written as (see Ref. [1]) 

16‐1a 

16‐1b 

,

Using 

, , 0x x xy yN N+ =  

, , 0xy x y yN N+ =  

, , ,2 , 2 ,x xx xy xy y yy x xx xy xy y yyM M M N w N w N w+ + + + + =  p− 16‐1c 

The corresponding nonlinear kinematic relations referring to the mid‐surface quantities are 
21

2, ,x xu wε = + x     x,x xwκ = −    
21

2v, ,y y wε = + y     y,y ywκ = −    

w, v, , ,xy y x x yu wγ = + +    ,xy xywκ = −  

16‐2 

The constitutive equations for an isotropic plate are: 

y( )x xN C ε ε= + ν     ( )x xM D y= κ + νκ  

( )y yN C xε ε= + ν     ( )y yM D x= κ + νκ  

1
2xy xyN C γ− ν

=       ( )1xy xyM D v= − κ  

16‐3 

and 
( )21

EhC
v

=
−

 is the extensional stiffness and 
3

212(1 )
EhD

ν
=

−
 the bending stiffness of the plate. 

Introducing  the  appropriate  constitutive  and  kinematic  relations  for  the moment  intensities  in Eq. 

   

where

Thus the equilibrium equations for a plate under in‐plane edge loading can be written as 

16‐4a 

16‐4b 

16‐1c reduces this equation to the form 

( )4 , 2 , ,x xx xy xy y yyD w N w N w N w p∇ − + + =  

  4 , 2 , ,xxxx xxyy yyyyw w w w∇ ≡ + +  

, , 0x x xy yN N+ =  

, , 0xy x y yN N+ =  

4
,( , 2 , )x xx xy wy y yyD w N w N w N w p∇ − + + =   16‐4c 
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Next the stability equations are derived making use of the adjacent equilibrium criterion. Assuming 
that 

16‐5 

where  the  incremental displacement    is  arbitrarily  small  and,  tentatively,  0  
and    are  any  two  adjacent  equilibrium  configurations.  Substituting  into Eqs.  16‐4a‐c  and 
neglectin  order terms one obtains 

16‐6a 

16‐6b 

16‐6c 

where 

,y    

0 1

0 1

0 1

v v v
u u u

w w w

→ +
→ +
→ +

 

( 1 1 1,  v ,  u w ) ( 0 0,  v ,  u w )
( ,  v,  u w )

g higher

1, 1, 0x x xy yN N+ =  

1, 1, 0xy x y yN N+ =  

( )4
1 0 1, 0 1, 0 1,2 0x xx xy xy y yyD w N w N w N w∇ − + + =  

  ( )0 0, 0vx xN C u v= + ( )1 1, 1vx xN C u v= +  ,y

,    ( )0 0,y 0vy yN C vu= +   ( )1 1,y 1vy yN C vu= +  ,

( ) ( )0 0, 0,x

1
v

2xy y

v
N C u

−
= +  

( ) ( )1 1,

1
v

2xy y

v
N C u

−
= +  1,x

16‐7 

Equations 16‐6a‐c are the stability equations for the plate subjected to in‐plane loading. Notice that Eq. 
n upling greatly simplifies the analysis of 
r ions for the shells are coupled. 

16.2.3 Applications for the Stability Equations 

16.2.3.1 Overview 

Equation 16‐6c applies for all possible in‐plane edge  loads. In the most general cases the coefficients 
and are  functions of  the coordinate variables x and y. The  following applications, 

however, are limit  cases in which these coefficients are constant. 

16.2.3.2 Plate Simply Supported on Four Edges 

As a  first example we consider a  flat plate simply supported on  four edges and subjected  to an  in‐
plane compressive load uniformly distributed along the edges x = 0 and x = a, as shown in Figure 
16‐1. From an equilibri analysis of the plate 

16‐6c is u coupled from Equations 16‐6a and 16‐6b. This unco
particula  cases in the following sections. The corresponding equat

0xN ,  0xyN     0yN  

ed to

  xP  
um 

0
x

x
PN
b

= −  ;  0 0 0xy yN N= =   16‐8 

Introduction into Eq. 16‐6c simplifies that expression to the form 

0,11
4 =+∇ xx

x w
b
P

wD   16‐9 

To simplify the notation, the subscripts 1 are omitted from the incremental quantities   etc) in the 
remainder of Section 16.2.3. 

( 1w ,
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The simple‐support boundary conditions may be written 

on, 0xxw w= =     0x = and  x a=  

, 0yyw w= =  on  0y =  and  y b=  
16‐10 

Equation 16‐9 is a constant‐coefficient equation. A solution of the form 

1 sin sinm x n yw C
a b
π π

=   , 1, 2,3,..m n ..=   16‐11 

where C1  is a constant,  is seen to satisfy both the differential equation and the boundary conditions. 
Introduction into Eq. 16‐9 and regrouping yields 

4 2 2 4 2

2 0xPm m n n mD
a a b b b a
π π π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 = 16‐12 

The discrete values of Px for which Eq. 16‐9 has nontrivial solutions therefore are 
22 2

xP a m n 2π D
b m a b

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  16‐13 

The critical load corresponds to the smallest eigenvalue. For all values of a, b the smallest eigenvalue is 
given by n=1. Accordingly  

22 2 2

  1, 2,3,...m1xP a mD
b m a b

π ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

=   16‐14 

Equation 16‐14 can be expressed in the form 

2
x c

DP k
b

π=   16‐15 

where 
2

c
mb ak
a mb

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  16‐16 

The coefficient kc is seen to be a function of the aspect ratio a/b and the wave‐length parameter m. For a 
given a/b, the value of m can be chosen by trial to yield the smallest eigenvalue. The results are shown 
as curve C in Figure 16‐3. A sketch of the plate in bent equilibrium configuration is shown in Figure 
16‐4. 
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Figure 16‐3: Influence of boundary conditions on the buckling coefficients of 
plates subjected to in‐plane compressive loading (from [2]) 

 

Buckled shape of plate subjected to in‐plane Figure 16‐4:  compressive loading 

16.2.3.3 Other Boundary Conditions 

The simple form of the solution in Eq. 16‐11 is not suitable for other boundary conditions. As a more 
general example, let us consider the load Px applied to a plate that is simply supported on the loaded 
edges x=0 and x=a but has other, as yet unspecified boundary conditions on the unloaded edges y=0 
and y=b. 
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The smallest critical load for such boundary conditions evidently corresponds to free edges on y=0 and 
y=b. Such a plate is simply a column whose bending stiffness EI is replaced by Db. Then from Euler’s 
equation 

2 2
2x

EIP m
a

π=  one gets  2 2
2x

DbP m
a

π=   16‐17 

Such a plate is called a wide column. The smallest eigenvalues are seen to correspond to m=1. In the 
more  general  case,  the differential  equation  16‐9  and  the  boundary  conditions  on  x=0  and  x=a  are 
satisfied by solutions of the form 

( )sin m xw f y
a
π

=  1, 2,3,...m =   16‐18 

ction of Eq. 16‐18 into Eq. 16‐9 reduces the latter to the ordinary differential equation  Introdu
2 4 24 2

4 22 0xPd f m d f m m f
dy a dy a Db a

π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 16‐19 

This  is a constant coefficient equation which always admits exponential solutions. The characteristic 
equation associated with Eq. 16‐19 is seen to be 

2 4 2
4 22 0xPm m m

a a Db a
π π πλ λ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 16‐20 

The roots of Eq. 16‐20 are 
1
2

xPm m
a a Db
π πλ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ± ±⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  16‐21 

But from Eq. 16‐17  

   

1
2

xP m
Db a

π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 for a wide column 

and  

   

1
2

xP m
Db a

π⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 for all other boundary conditions on y=0 and y=b 

Consequently, for all other cases, the roots of Eq. 16‐20 can be written 

,  - ,  ,  -λ α α ιβ ιβ= & &   16‐22 

where α  and β  are real and positive and are given by 
1

2 2
xPm m

a b Db
π πα

⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

1
2 2

xPm m
a b Db
π πβ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

16‐23 

In this notation, the solution of Eq. 16‐19 can be written 
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1 2 3 4cos siny yf C e C e C y C yα α β β−= + + +   16‐24 

where C1, C2, C3, C4 are constants to be determined from the four boundary conditions on y=0 and y=b. 
As a particular example consider a plate that is simply supported on the edge y=0 and free on y=b. The 
equations for the boundary condition on y=0 are w=My=0 yielding 

16‐25 

On y=b the equations for the boundary conditions are

, 0yyw w= =  

  0y y yxV Q M
x

∂
= + =

∂
 and yielding   0yM =  

( )2 0, ,w v wyyy xxy+ − =  and  , ,yy xxw vw 0+ =   16‐26 

Using Equations 16‐24 and 16‐25 one obtains 

03C =  and  1 2C C= −   16‐27 

 written in the more convenient form  Then Eq. 16‐24 can be

sinh sinf A y B yα β= +   16‐28 

w constants. Introduction into Equations 16‐26 gives where A and B are ne

( ) ( )
2 2 2 2

2 22 cosh 2 cos2 2
m m

v b A v b
a a

π π
α α α β β β− − − + − =

⎧ ⎫ ⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩

 0B
⎫⎪
⎬
⎪⎭

2 2 2 2
2 2sinh sin 02 2

vm vm
b A b B

a a

π π
α α β β− − + =

⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣

 
⎤
⎥
⎥⎦

16‐29 

For a nontrivial solution the determinant of the coefficients of A and B in this homogeneous equation 
system  is equal  to zero. Setting  the determinant equal  to zero and rearrangement yields an  implicit 

expression  for  the  nondimensional  load  parameter 
P bx
D
  in  terms  of  the wavelength  parameter m, 

Poisson’s ratio and aspect ratio a/b. Calculations show that for all values of a/b the minimum load 
occurs for m=1 sults can be expressed in the form 

  v  
. Re

2D
P kx c b

π
=   16‐30 

where kc is a nondimensional buckling coefficient for compressive loading. The results are shown as 
curve E in Figure 16‐3. 

16.2.3.4 Shear Loading 

For a plate subjected to a uniformly distributed shear loading as shown in Figure 16‐5, Equation 16‐6c 
reduces to 

16‐31 

This  expression,  like  that  for  uniform  compression  loading  in  Eq.  16‐9,  is  a  constant‐coefficient 
equation.  Its  simple  appearance  is  deceptive,  however.  One  term  of  the  equation  contains  even‐
ordered derivatives with respect to each of the coordinate variables, and the other term odd‐ordered 
derivatives. Consequently, a deflection function of the form of that in Eq. 16‐11 is NOT a solution. 

4 2 0,0D w N w xyxy∇ − =  
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Figure 16‐5: Plate subjected to in‐plane shear loading 

Exact solutions of Eq. 16‐31 are available only for the case of an infinitely long strip. Such a solution is 
given by Southwell and Skan [3]. They assumed a solution of the form 

( ) /ikx bw f y e=   16‐32 

where k is a longitudinal wavelength parameter and b is the plate width. Introduction into Eq. 16‐31 
and rearrangement gives an ordinary differential equation 

222

02 2 0xy
d f k ik dff N
dy b Db dy

⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 16‐33 

If the function  ( )f y  is then assumed to be of the form 

16‐34 

where

( ) /i y bf y C e λ
λ=  

 Cλ  is a constant, then substitution into Eq. 16‐33 yields the following characteristic equation 

4 2 2 4
02 2 xy

kk N k
D

λ λ λ+ + + =  0 16‐35 

For each value of k, this equation has four roots, which may be designated  1 2 3 4,  ,  ,  λ λ λ λ . Then the 
solution of the ordinary differential equation 16‐33 can be written 

4 /λ 16‐36 

and the solution for w is of the form 

16‐37 

this  expression  for  w  into  four 
tal equation from which the critical 

values of Nxy0 may be determined as  in Section 16.2.3.3. Southwell and Skan [3] carried out such an 
analysis for simply supported edges (w=w,yy=0 on y=0,b) and for clamped edges (w=w,y=0 on y=0,b). 
Their results can be expressed in the form  

31 2 // /
1 2 4 4

i y bi y b i y b i y bf C e C e C e C eλλ λ= + + +  

( )31 2 4// / / /
1 2 4 4

i y bi y b i y b i y b ikx bw C e C e C e C e eλλ λ λ= + + +  

where  C1,  C2,  C3,  C4  are  arbitrary  constants.  Introduction  of 
homogeneous boundary‐condition equations leads to a determinan

2

2xyo s
DN k

b
π

= 16‐38  

where  ks  is  a  nondimensional  shear  buckling  coefficient.  In  this  notation  their  results  for  simply 
supported  and  clamped  edges,  respectively,  are  ks=5.35  and  ks=8.98.  Corresponding  solutions  for 
infinitely long strips with elastically restrained edges are also available (see Ref. [2]). 
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For plates of finite dimensions, available solutions of Eq. 16‐31 utilize numerical methods. Results of 
such analyses for plates with simply supported edges and with clamped edges are shown  in Figure 
16‐6 ( which is Fig. 22 of Ref. [2]) 

 

Figure 16‐6: Critical values of shear stress for plates subjected to in‐plane shear 
) 

16.2.3.5 Combined Loading 

Consider a plate subjected to in‐plane compressive loading in two directions, as shown in Figure 16‐7. 

loading (from [2]

 

Figure 16‐7: Plate subjected to in‐plane compression in two directions 

From an equilibrium analysis of the plate in the flat form 

0 0 0;      0;      yx PPN N Nx xy yb a
−−

= = =   16‐39 

Introduction into Eq. 16‐6c yields 
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4
, , 0yx
xx yy

PPD w w w
b

∇ + + =   16‐40 
a

 
equati letting 
Equation  16‐40  is  a  homogeneous  equation,  but  there  are  two  independent  load  parameters.  The

on can be changed to a single‐parameter equation simply by 

y xP PR
a

=
b
  16‐41 

where   equation  then  can  be  solved  for  a  series  of   R  is  a  nondimensional  constant.  The  resulting
selected values of R. Introduction into Eq. 16‐40 and rearranging gives for the stability equation 

( )4 xPD w∇ + , ,xx yyb
0w Rw+ =   16‐42 

imFor s plicity, we again treat only simply supported edges; then the boundary conditions are 

= =  and  x a    , 0xxw w   on  0x ==  

  0yyw w= =   on  0y =  and  y b=    ,

and solutions that satisfy the boundary conditions are of the form 

1 sin sinm x n yw C
a b
π π

=   , 1, 2,3,...m n =   16‐43 

Introducing this expression into the stability equation 16‐42 and rearrangement gives 
2

x cc b
 

DP k π
=   16‐44 

where

( )
( )

22 2⎡ ⎤
2 2

/

/cc

mb a n
k

mb a Rn

+⎣ ⎦=
+

  16‐45 

 by 
trial to

For a s  example, a/b=1. Then for R=1, 0, ‐1, respectively, Eq. 16‐45 gives the values 

Negative values of R of  course  signify  tensile  loading  in  the y‐direction. As would be  expected on 
intuitive grounds, the addition of a tensile load in the transverse direction is seen to have a stabilizing 
influence.  

Results  of  stability  analyses  for  combined  loading  frequently  are  presented  in  terms  of  so‐called 
interaction curves. Such curves for the present analysis are shown  in Figure 16‐8 for the case a/b=1. 
The coordinates in the graph are r

For given values of the load ratio R and plate aspect ratio a/b, the values of m and n can be chosen
 give the smallest eigenvalue Pcr. 

quare plate, for

 

  /x xcσ σ  and r  /y ycσ σ , where 

x
x

P
bh

σ =  ;  y
y

P
ah

σ =   16‐46 

cc

1  1  1  2 

R  m  n  k

0  1  1  4 

‐1  2  1  8.33 
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and  xcrσ  and  ycrσ  are the critical values of  xσ  and  yσ , when each is acting alone. From Eqs. 16‐41 

and 16‐46 

y

x

R
σ
σ

=   16‐47 

The solid lines in the interaction plot represent minimum eigenvalues and the dashed ones represent 
higher  eigenvalues. Negative values  of  the parameter  r/y ycσ σ   represent  tensile  loading  in  the  y‐

direction.  Interaction curves  for an extensive vari  of combinations of compression, bending, and 
shear loading are given in Ref. [2] in graphical form

ety
. 

 

Figure 16‐8: Interaction curves for plate subjected to in‐plane compression in two 
directions 

16.2.4 Stability Equations for Orthotropic Plates 
The  isotropic  plate  equations  are  readily  generalized  to  apply  to  orthotropic  construction  as well. 
Examples of plate wall construction that can be treated as orthotropic include corrugated sheets, fibre‐
reinforced plastic plates, and plates with closely spaced stiffeners. For orthotropic construction, only 
the  constitutive  equations  in  the  foregoing  analysis  of  isotropic  plates  need  to  be  replaced;  the 
kinematic and equilibrium relationships are independent of the constitution of the plate material. Let 
us consider a plate reinforced by closely spaced stiffeners that are parallel to the edges of the plate. For 
simplicity, the stiffeners are assumed to be symmetrical relative to the plate middle plane, as shown in 
Figure 16‐9; i.e. the influence of stiffener eccentricity is not considered. (For a more general analysis of 
orthotropic  construction  that  takes  into  account  the  influence of  stiffener  eccentricity  see Reference 
[4].) 
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Figure 16‐9: Integrally stiffened plate 

For  symmetrical  stiffeners  the  isotropic  constitutive  relations of Eqs. 16‐3 are  replaced by  the more 
general relations 

yN C C11x x 12ε ε= +    y44 45x xM C Cκ κ= +  

12 22y x yN C Cε ε= +    45 55y x yM C Cκ κ= +  

33xy xyN C γ=      66xy xyM C κ=  

16‐48 

where  the  Cij’s  are  constants  called  the  stiffness  parameters  (see  Eq.  7‐2).  From  Figure  16‐9  the 
extensional stiffness parameters C11 and C22 for uniformly spaced stiffeners made of the same material 
as the plate can be seen to be 

11
EAxC
dx

= +�   22
EAyC
d y

= +�   16‐49 

where   21

Eh

v
=

−
� = extensional stiffness of the plate itself 

,A Ax Y   = cross‐sectional areas of stiffeners parallel to the x and y directions, respectively  

  ,d dx y  = corresponding stiffener spacings. 

Because  the stiffeners are discrete,  there  is no Poisson effect between  them, and  12C v= �  as  in  the 
isotropic case. The corresponding bending and twisting stiffness parameters are seen to be 

  44
EIxC D
dx

= +     55
EI yC D
d y

= +  

  C vD=      ( )45
1

1
GJGJ yxC v D66 2 d dx y⎜ ⎟

⎝ ⎠
= − + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟  

16‐50 

where  
( )

3

212 1

Eh
D

v
=

−
 = bending stiffness of the plate itself 

  ,I Ix y      = stiffener moment of inertia relative to the plate middle plane 

  G      = shear modulus 

  ,J Jx y      = torsional constant 

For a plate stiffened in only, say, the x‐direction,  0A I Jy y y= = = . 
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Substituting  the orthotropic  constitutive  equations 16‐48  into  the out‐of‐plane equilibrium  equation 
16‐1c yields 

( )
( )

44 , 45 , , 66 , 55 ,

, , ,

2

2

xx x yy y xx xy xy y yy

x xx xy xy y yy

C C C C

N w N w N w p

κ κ κ κ κ+ + + +

− + + = −
  16‐51 

Introducing the kinematic relations from Eqs. 16‐2, then  lineariza
criterion now yields  

tion using the adjacent‐equilibrium 

− + + =
  16‐52 

( )2C w C C w C w+ + +

( )
44 1, 45 66 1, 55 1,xxxx xxyy yyyy

0 1, 0 1, 0 1,                                       2 0x xx xy xy y yyN w N w N w

As an  example  let us  consider on orthotropic plate  that  is  simply  supported on all  four  edges and 
subjected  to  a uniformly distributed  compressive  load  0x xP N b= − . Then  0 0 0xy yN N= =   and Eq. 

16‐52 simplifies to the expression 

( )44 1, 45 66 1, 55 1, 1,2 0x
xxxx xxyy yyyy xx

PC w C C w C w w
b

+ + + + =   16‐53 

This is a constant coefficient equation. A solution of the form 

1 1 sin sinm x n yw C
a b
π π

=   , 1, 2,3,...m n =   16‐54 

is again seen to satisfy the differential equation and the boundary conditions identically. Introduction 
of this expression into Eq. 16‐53 and rearrangement yields the expression 

( )
2 4 2 2 4

44 45 66 552xP a m m n nC C C
b m a a b b

π ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

C

 

16‐55 

where m and n are positive  integers. Again,  the smallest values of Px  is seen  to correspond  to n=1. 
Accordingly 

( )
2 4 2 412xP a m mC C C Cπ

44 45 66 55b m a ab b
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

As with  isotropic  plates,  the  values  of  the wavelength  parameter m  is  chosen  by  trial  to  give  the 
smallest value of Px. For isotropic case, Eq. 16‐56 reduces to Eq. 16‐13.  

Introducing the buckling stress parameter 

  16‐56 

22

2 2 2
55 22

x x xhbhb
C D

κ σ σ
π π π

= − = −  

the buckling stress for uniaxial  loading for various stiffness ratios C44/C55=D11/D22  is shown in Figure 
16‐10. while the buckling stress for biaxial loading for various stiffness ratios is shown in Figure 16‐11. 
Extensive numerical results for orthotropic plates subjected to in‐plane compression and shear loading 
are given  in graphical  form  in Ref.  [6]. Also  included are results for plates stiffened by one,  two, or 
three discrete stiffeners, and a comprehensive list of references.  
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Figure 16‐10: Buckling stress of simply supported orthotropic rectangular plate 
der uniaxial loading for various stiffness ratios /D D = /C C  (from [5]). un 11 22 44 55

 

Buckling stress of simply supported orthotropicFigure 16‐11:   rectangular plate 
under biaxial loading for various stiffness ratios (from [5]). 

quations for Sandwich Plates 

the  analysis  of 
orthotropic sandwich plates in Ref. [7]. Only isotropic construction is treated here, for simplicity. 

11 22/D D = 44 55/C C  

16.2.5 Stability E
Sandwich plates consist of two thin load bearing sheets separated by a light‐weight low‐stiffness core, 
as illustrated in Figure 16‐12. The face sheets usually are made of metal or of fibre‐reinforced plastic. 
Common  core materials  include  foamed  plastic,  lightweight metallic  honeycomb,  and  lightweight 
corrugated  sheet. The core  serves  to  increase  the overall bending  resistance of  the composite cross‐
section by keeping the  load‐bearing areas at a relatively  large distance from the middle plane of the 
sandwich  plate.  The  present  analysis  of  sandwich  plates  follows  in  some  respect 
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Figure 16‐12: Sandwich plate 

One of  the  fundamental approximations of  thin‐plate  theory  is  that  lines normal  to  the undeformed 
middle  surface  of  the  plate  remain  straight  and  normal  during  deformation.  Because  of  the  low 
stiffness  of  the  lightweight  core material,  this  approximation  cannot  be  retained  in  sandwich‐plate 
analysis; transverse shearing strains are too large to be neglected.  

The  necessary modifications  are  introduced  in  the  analysis  as  follows.  In  sandwich  construction, 
rotations and curvatures are caused not only by  the moment  intensities  ,  ,  M M Mx y x ,y  but also by 

the  transverse  shearing  force  intensities    For  isotropic  sandwiches  the  rotations ,  x yQ Q . ,  xQ yQβ β  

due to and respectively, are (see Ref. [1])   xQ     yQ  

x
xQ

Q

Q
C

β = −  ;  y
yQ

Q

Q
C

β = −   16‐57 

where    in  Newton  per  mm,  is  a  transverse  shearing  stiffness  parameter  analogous  to  the 

extension stiffness parameter  The magnitude of can be determined experimentally, or it can 

be calculated in terms of the elastic constants E and of the face and core material (see Ref. [8], for 
example). 

The associated curvatures and average twist

QC ,

al    � .   QC  

  v  

  ,  xQ yQκ κ     xyQκ  corresponding to  ,  xQ yQβ β  are 

,x x
xQ

Q

Q
C

κ = −  ;  ,y y
yQ

Q

Q
C

κ = −  ; 
( ), ,

2
x y y x

xyQ
Q

Q Q
C

κ
+

= −   16‐58 

From Eqs. 16‐2 the total curvatures and twist are given by the relations 

,x xxwκ = −  ;  ,y yywκ = −  ;  ,xy xywκ = −  

Then  the  corresponding  curvatures  and  twist  ,x Mκ ,  yMκ ,  xyMκ   due  to  the  moments  alone  are 

obtained by subtracting from the total curvatures and twist the portions due to shear, as follows: 

  ,
,

x x
xM xx

QC⎜ ⎟
⎝ ⎠

Q
wκ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟  ;  ,

,
y y

yM yy
QC⎜ ⎟

⎝ ⎠

Q
wκ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟  ; 

,x yQ
wκ

⎛
= − −⎜ ,y xQ ⎞+

⎟  

 16‐59

, 2xyM xy
QC⎜ ⎟

⎝ ⎠

304 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

Consequently,  for sandwich construction,  the constitutive relations  for moments  in Eqs. 16‐3 can be 
replaced by the following expressions 

,,
, ,

y yx x
x xx yy

Q Q

QQ
M D w v w

C C

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

, ,
, ,

y y x x
y yy xx

Q Q

Q Q
M D w v w

C C

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  16‐60 

( ) ( ), , ,1
2xy xy x y y xM v D w Q Q
C

= − − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥

 
1⎡ ⎤

relations for orthotropic sandwich plates are given in Ref. [7], Eqs. 12. For 
 iso

  k   for  sandwich 

log

 The equation governing can be written in the final form 

Q⎣ ⎦

For  QC → ∞   these  equations  reduce  to  the  earlier  expressions  for  homogeneous  plates. 

Corresponding constitutive 
the tropic case, the present equations and those in Ref. [7] are the same. 

The inematic  and  equilibrium  relations  in  Eqs.  16‐2  and  16‐1  remain  applicable
construction. Those equations plus  the constitutive relations  in Eqs. 16‐60  lead  to stability equations 
ana ous to Eqs. 16‐6, in which the displacement component  w  is uncoupled from the components 1

1 1,  vu .   1w  

( )4 2
1 0 1, 0 1, 0 1,1 2 0x xx xy xy y yy

Q

DD w N w N w N w
C

⎛ ⎞
∇ −

n  reduces  to  the corresponding expression  for homogeneous plates  in Eq. 

  consider  a  sandwich  plate  whose  faces  are  subjected  to  a  uniformly 

− ∇ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  16‐61 

For  QC → ∞   the equatio
16‐6c.  As  an  example  we
distributed load  0x xP N b= − , as shown in Figure 16‐12. Then Eq. 16‐61 specializes to the form 

4 2
1 1xP DD w

b C
⎛ ⎞

1, 0xx
Q

w∇ + =
⎝ ⎠

  16‐62 

Equation 16‐62  is a constant coefficient equation.  If  the plate  is simply supported on all  four edges, 
then the boundary conditions are 

on

− ∇⎜ ⎟⎜ ⎟

, 0xxw w= =     0,x a=  

, 0yyw w= =  on  0,y b=  
16‐63 

and a solution of the form 

1 sin sinm x n yw C
a b
π π

=   , 1, 2,3,..m n .=   16‐64 

  to satisfy both  the differential equation and  the boundary conditions. 
 into the stability equation 16‐62 and rearrangement yields 

where C1  is a constant  is seen
Introducing this expression

( ) ( )
22 2

( ) ( ) ( )

2

2 2

/ /

/
x

D m a n bP a
n b

π ⎡ ⎤+⎛ ⎞ ⎣ ⎦= ⎜ ⎟ 21 / /Q
b m D C m aπ ⎡ ⎤+⎝ ⎠ + ⋅ ⎣ ⎦

  16‐65 

where  n a ntroduction of 
that v  an ives 

 m, re positive integers. Again, the minimum Px is seen to correspond to n = 1. i
alue d rearrangement g
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( )
( )

22 / /mb a a mbDπ +
xP

b
=

21 1 /r mb a⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

  16‐66 

where r is a dimensionless shear stiffness parameter defined by the relation 
2

2
Q

Dr
b C
π

=   16‐67 

Equations 16‐66 can be written in the alternative form 
2

x
DP K π

=  
b

16‐68 

where the nondimensional buckling coefficient K is defined by the expression 

( )
( )

2

2

/ /

1 1 /

mb a a mb
K

r mb a

+
=

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

  16‐69 

ct  ratio  and  the  shear  stiffness  parameter  r,  the  value  of  the 
osen by  trial  to give  the  smallest value of Px. For    this 

s plates in Eq. 16‐16. 

In  sandwich  construction  it  is  commonly  assumed  that  the  bending  stiffness  of  the  core  and  the 
ual faces relative to their own centroids can be neglected. Then, for the 

sandwich‐plate cross sections, the moment of intertia per unit width is seen to be

For  given  values  of  the  plate  aspe
wavelength parameter m  can be  ch r → ∞ ,
equation reduces to the corresponding expression for homogeneou

bending stiffness of the individ

  ( )
22

2 f c fh h h⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

where  fh  and  ch  denote the face and core thicknesses, respectively (see also Figure 16‐12). Then the 

bending stiffness parameter D for the sandwich plate becomes 

( )2

2
D =   16‐70 

 

f f cE h h fh+

where fE   is  Young’s modulus  for  the  face materials;  the  influence  of  the  anticlastic  bending  is 

neglected. For a homogeneous core, furthermore 

Q c cC G h=   16‐71 

where Gc is the shearing modulus of the core material. 

16.2.5.1 Effect of Transverse Shear deformation 

In  analyzing  laminated  plates  with  classical  laminated  plate  theory,  the  Kirchhoff  hypothesis  is 
assumed.  This  assumption  neglects  the  transverse  shear  deformations,  an  effect  that  becomes 

ickness increases relative to the other dimensions of the plate. In this case the 
deformations, can be of more importance in laminated 

plates than in isotropic ones. 

In Figure 16‐13 the results of a study (Whitney [9]) on the influence of shear deformations on buckling 
a  (± symmetrica lly

depict ng  stress  due  to  shear  deformations  in  relatively  thick 
plates. 

important as the plate th
flexibility added to the plane, due to the shear 

of   45º) angle‐ply graphite‐epoxy  l  laminate, uniaxia   loaded and having all  edges 
simply  supported,  are  compared  with  those  corresponding  to  classical  plate  theory.  This  figure 

s  the  considerable  decrease  in  buckli
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a) Influence of plate thickness ratio on buckling – simply supported ed   ges

 
b) Comparison of exact elasticity, classical plate theory and shear‐deformation theory 

solutions 

Figure 16‐13: Shear deformation effects for an ± 45o angle ply square plate [9]  
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16.2.6 Failure of Plates 
The  equilibrium  paths  for  an  inially  perfect  plate  subjected  to  in‐plane  compression  are  shown  in 
Figure 16‐14. Also  included  in Figure 16‐14 are  corresponding  curves  for a  slightly  imperfect plate 
[10]. Two important results are immediately apparent from the diagrams: 

a. Buckling of  real  (and  therefore  imperfect) plates  is  so gradual  that  it  is difficult  to decide  at 
precisely what load the buckling can be said to occur. Therefore comparisons of theoretical and 
experimental values for plate critical loads entail an element of arbitrariness. 

b. In any case, the plate continues to accept additional load after buckling. Therefore the load Pcr 
for the plate, unlike that for the column, does not represent its ultimate strength.  

These conclusions, based on Figure 16‐14 for in‐plane compression, apply for other kinds of in‐plane 
loading as well. 

 

Figure 16‐14: Equilibrium paths for initially perfect and imperfect plates subjected 
pression 

 supported edges can accept additional load after buckling was discovered in 
the  late  1920’s  through  experimental  studies  made  in  connection  with  the  structural  design  of 
airplanes. In 1929 Wagner [11] established a criterion for the postbuckling strength of a shear web, i.e. 
a thin plate supported on all four edges and subjected to in‐plane shear loading (see Section 16.2.3.4). 

buckling the tensile 

is  for shear 
ts were  reported  by Kuhn  [12].  For  efficient design  the  postbuckling 

strength of plates should be taken into account. As an example of the procedure, let us consider a plate 
subjected  to  a uniformly distributed  in‐plane  compressive  load Px,  as  shown  in Figure  16‐15a. The 
applied load Px is related to the stress

subjected to in‐plane com

The fact that plates with

The  prebuckling  state  of  stress  in  a  shear web  consists  of  compressive  stresses  on  diagonal  lines 
oriented at 45o to the plate edges, and tensile stresses at right angles to the compressive stresses. The 
compressive stresses cause buckles to form in the web along diagonal lines. Before 
and compressive stresses are equal in magnitude, but after buckling the tensile stresses are larger. The 
inbalance in forces is carried by the edge supports. Wagner assumed in his approximate analysis that 
for a thin web the compressive stresses could be neglected entirely in the buckled configuration. Such 
models are sometimes called diagonal  tension beams. A more refined method of analys
webs  and  extensive  test  resul

  xσ  by the equation 

h dyσ
b

xP = x
0
∫   16‐72 

where and h   b are plate thickness and width, respectively. For  x crP P≤ , the stress is uniform across 

 plathe te width, as illustrated by the lines 1‐1 and 2‐2 in Figure    x xP hb16‐15b. Then σ= . In particular, 

crP=  for P  x
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cr crP hbσ=   16‐73 

 

For r  on  the other hand,  the  stress near  the plate edges y = 0,b  is  larger  than  that near  the 
center, because of the stabilizing influence of the edge supports. In such cases the stress distribution is 
nonuniform,  4‐4 in Figure 16‐15b. 

  x cP P> ,

 as illustrated bu the curves 3‐3 and

 

Figure 16‐15: Stress distribution in plate before and after buckling 

For  configurations  within  the  scope  of  the  intermediate  class  of  deformations,  the  postbuckling 
trib ear equilibrium equations 
4. F

width ich  the  stress  is  considered  to  be uniform,  as  illustrated  in  Figure  16‐15c.  From  the 
figure 

dis ution of stress can be determined by numerical solution of the nonlin
16‐ or design purposes it is convenient to express the results of the analysis in terms of an effective 

  over wh

maxx effP hb σ=   16‐74 

where  maxσ   is  the  maximum  stress  at  the  plate  edges  y  =  0,b.  A  widely  used  approximation 

expression for  effb  is (see Ref. [10], Eq. 7) 
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1
2

max

cr
effb b σ

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  16‐75 

where  crσ  is the classical critical stress for the given boundary conditions. Equation 16‐75 is called the 

von Kármán effective‐width formula. For  max crσ σ= ,  2 crσ  and  4 crσ , Equations 16‐73, 16‐74 and 

16‐75 give P P= , and  

The maximum allowable stress

  x cr  1.4 crP     2.0 crP .

  maxσ  
strength 

at the plate edges is governed by the yield strength of the plate 
material or by  the buckling  of  the members supporting  the plate at  its edges. The value of 

crσ  in Eq. 16‐75 is given by Eq. 16‐73, where is determined from Eq. 16‐15 or Eq. 16‐30, depending 

Similar  design  procedures  have  been  developed  for  plates  subjected  to  in‐plane  bending  or  shear 
loading. A comprehensive discussion of  the ultimate strength of plates  in bending,  in shear, and  in 
combined bending and shear is given in Ref. [13], Chapter 5. 

Occasionally,  the  initial  buckling  load  itself  is used  as  a  conservative  estimate  of  the ultimate 
strength of the plate. 

n the 
value  giv .  Because  the  state  of  stress  in  biaxial,  inelastic  stability 
analysis is  for columns. A discussion of the influence of plasticity on 
the buckling and postbuckling behaviour of plates is given in Reference [14]. 

16.3 Curved Panels 

16.3.1 Introduction 
While  plate  structures  possess  excellent  capabilities  in  resisting  in‐plane  forces,  their  performance 
when loaded in the flexural direction is generally much lower. Examples of this phenomenon appear 
in the relatively poor bending resistance and the buckling sensitivity when subjected to compressive 
stresses. A possible solution to increase the lateral rigidity of plate structures is to provide them with 
stiffening elements, such as the stringers and frames that are present in aircraft fuselage structures. 

The  thin‐walled  plate  segments  in  a  stiffened  panel  are  still  prone  to  buckling  phenomena when 
subjected to axial compressive loads, shearing loads, or combinations thereof. Generally, however, the 
structure is still able to carry additional loading beyond the point of initial buckling of the individual 
skin segments, which are bound by the stringers and frames (Figure 16‐16 illustrates local buckling). 
Structures conforming to this particular feature are said to possess post‐buckling strength before actual 
failure of  the structure  takes place.  If, however,  the reinforcing elements are  too weak  to effectively 
support the skin, they tend to buckle along with the skin. This phenomenon is called overall buckling 
and is essentially a failure mode of the structure. 

The  calculation  of  the  failure  load  of  a  stiffened  panels  as  far  as  stability  aspects  are  concerned 
generally comprises the following steps: 

a. Determination  of  the  initial  buckling  load  (also  referred  to  as  the  critical  load),  which  is 
generally done by means of  linear  (bifurcation) buckling analysis. The deformed shape of  the 
panel at the critical buckling load – the critical mode – is either characterised by wave patterns 
having nodal lines at the location of the stringers and frames, or by buckling waves that extend 

  crP  
on the plate boundary conditions.  

crP  

If yielding of the material occurs before the plate buckles, the critical load of course is smaller tha
en  by  an  elastic  stability  analysis
 more complicated for plates than

310 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

over the stringers and/or frames. The first type of deformation mode is called local buckling and 
is  thus  confined  to  the  individual  skin  segments,  the  second  type  is  called overall  or  global 
buckling and shows  flexur displacements of  the stiffening elements. While  in  the  latter case 
the structure loses its load‐ rrying capacity (which is equal to failure), the structure generally 
still possesses  strength  y d  the  critical  load when  the  buckling mode  is  local. This post‐
buckling strength is obtained from the stiffening elements, which take over the (majority) of the 
additional applied load ter initial buckling. 

b. Post‐buckling stress analysis  in case  the condition of  local buckling  is  fulfilled. Since  the skin 
segments  tend  to  lose  (most  of)  their  load‐carrying  capability  in  the  post‐critical  range,  the 
reinforced elements will take over the majority of the additional loading. 

c. Checking of the post‐buckling stresses  in the  individual panel elements against failure criteria 
or allowables. 

al 
ca

be on

 af

 

Figure 16‐16: Illustration of local buckling in a fuselage panel loaded in pure shear 

This section is logically divided into the sub‐groups compression loading and shear loading. For each 
loading type, the corresponding design methodology for panels will be outlined concisely. In general, 
the above steps 2 and 3 are combined because of the semi‐empirical nature of most practical design 
methodologies. Therefore, for each respective loading situation the discussion of the analysis method 
will be divided into a part covering initial buckling, and a part dealing with post‐buckling and failure 
of the panel. 

16.3.2 Compression loading 

16.3.2.1 Overview 

For the skin‐stringer combination (stiffened panel) under compression several types of instability can 
occur,  including  Euler  buckling  (flexural  instability),  torsional  buckling,  local  skin  buckling,  local 
stringer buckling, interrivet buckling and wrinkling (forced crippling), see for example [15]. In Figure 
16‐17 buckling modes of open‐section stiffened panels are shown. In general, buckling of the skin does 
not directly result in panel failure. The panel is able to carry additional load up to the stress at which 
the  stringer begins  to  fail. As  the  load  is  increased after  the  stress  in  the  skin has  reached  the  skin 
buckling  stress,  the  skin adjacent  to  the  stringer will  carry additional  stress because of  the  support 
given by  the stringers. To predict  the  failure  load of stiffened panels  loaded beyond  initial buckling 
semi‐empirical methods  have  been used  in  aircraft  industry,  such  as  the Euler‐Johnson method  in 
combination  with  the  effective  width  concept.  In  this  approach,  the  panel  failure  is  assumed  to 
correspond  to  that of a  thin‐walled  column  consisting of  the  stringer and an effective width of  the 
skin. 
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(from WilFigure 16‐17: Bu od tiffened panel  liams and 

16.3.2.2 Critical B d 

Various analysis methods, ing from closed‐form solutions to sophisticated large computer codes, 
a to pr l bu d curv nels under compressio /or 
shear loading. 

To  obtain  the  buck   a  cu   1 ed  in  axi compression  and 
supported  along  the s  and  the  two  circular   normal   axis the 
c cal panel T 7] assumed owing express  the place t 

ckling m es of open‐section s
Stein [16]) 

uckling Loa

 rang
re available  edict the initia ckling loads of flat an ed pa n and

ling  load  of rved panel  (see  Figure 6‐18)  load al 
  two  generator

imoshenko [1
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 the foll
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 buckling dis
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cos sinx nm
L

u A π πθ
β

=  

v sin cos
L

m x nB π πθ
β

=  

sin sinx nmC
L

w π πθ
β

=  

16‐76 

 

Figure 16‐18: Axially compressed curved panel 
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It can be seen that the radial displacements w
of the curved panel at  x 0

 and the bending moments become zero along the edges 
=  and  x L=  and for  0θ =  and  θ = β , as is required for simply supported 

Substituting expressions 16‐76  into  the  ty equations  in  terms of u, v and w one obtains 
three  homogeneous  equations.  The  equations  for  determining  the  critical  value  of  the 
compressive stress is   by equatin f these equations yielding 

edges. 

three  stabili
linear 
obtained g to zero the determinant o

( )
21

x
cr

N
cr E

h v
φσ = =

−
  16‐77 

where 

( )
( )

22 2

2

ˆ
ˆ

3 2
m n

m

c h c h
R R

α β 2
mα

2
2 2 3ˆ mnc

1

m n

φ λ
α β

=
+

 
α

⎡ ⎤+
= +⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪

⎧ ⎫
⎪ ⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

16‐78 

and 

2 2

2m
Rhm

c L
πα ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ;⎛  

2

2

π2 2ˆ
n nβ β

β
 ; =

2
2 2 1Rh ⎛ ⎞

2n n
c R

β = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  ( )23 1c v= −  

If the central angle is not small and the length L is of the same order of magnitude as then one 
can expect the curved panel to buckle into a large number of circumferential and longitudinal waves. 
The smallest value of the critical buckling stress occurs when 

 β     Rβ , 

( )
( )

2
2 2 2

" 22 2 2

ˆ1ˆ 1
2 ˆmn

m n m
c

m m n

α β αλ
α α β

⎡ ⎤+⎢ ⎥= + =⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

  16‐79 

yielding 

( ) ( )
( )

2
2 2 2

3 1
1 3 3 1 3 1

cr
E c h E h E hv
v R R Rv v

σ = = − =
− − −

  16‐80 

 

which is the critical stress for axisymmetric buckling of a thin circular cylindrical shell. 

If the angle is very small, the conditions of buckling of the curved panel will approach those of a 
longitudinal compressed rectangular plate. The critical value of  the compressive stress  is obtained 
by taking in Eq. 16‐78. 

As the radius R of the curved panel becomes larger and larger one can neglect the second term in Eq. 
16‐78 yielding 

  β  
ly 

  n 1=  

( )2 22 2 2

2

ˆ ˆ1
3 2 6

m n n
m

m m

c h c h
R R

α β βφ α
α α

⎧ ⎫+ ⎛ ⎞⎪ ⎪= = ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 + 16‐81 

The smallest value of this expression occurs when 

L R
m

β=  and  1n =   16‐82 
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that is, when the length of the longitudinal half‐waves is equal to the width of the curved panel. Then 
Eq. 16‐81 reduces to 

( )

22 2

22
12 3
h m h

L

2

R
πφ π

β
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  16‐83 

Finally from Eq. 16‐77 one gets 

( )( )

2 2

223 1
cr

Eh
v R

πσ
β

=
−

  16‐84 

 

critical stress that we obtained for long rectangular plates in Eq. 16‐15. This is the same value as the 

Further, Timoshenko [17] has shown that if 

( )
2 2

4 2
2

12 1
R

v
β π≥

−
  16‐85 

R h

 

that  is,  if  the circumferential dimension of  the curved panel  is at  least equal  to  twice  the half‐wave 
length for axisymmetric buckling of the shell, then one obtains for the critical stress the value given by 
Eq. 16‐80. 

This  indicates  that  for any value of  the width βR of  the curved panel, which satisfies  the condition 
specified by Eq. 16‐85, one can find from Eq. 16‐79 for  n 1=  a length L/m of longitudinal half waves 
such that the critical stress becomes equal to the critical stress for axisymmetric buckling. This value
should be used for the design of curved panels uniformly compressed along the generators. 

 

If the circumferential dimension of the curved panel is smaller that what is required by Eq. 16‐85 then 
Eq. 16‐79 becomes a minimum if 

2 2

2

Rm
L

ππ
β

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  16‐86 

 

This  means  that  for  a  considerable  length  L  such  a  narrow  curved  panel,  like  a  long  narrow 
compressed plate, will subdivide during buckling into squares. From Eq. 16‐79 the magnitude of the 
critical stress in such case is 

( )( )

2 2 2

2 22 43 1cr
Eh E

v R
π βσ

πβ
= +

−
  16‐87 

 

The first term on the right side gives the stress calculated as for a flat plate and the second term gives 
the increase of the critical stress due to the curvature of the plate. 

16.3.3 Curved Panels under Shear 
The problem of buckling of curved sheet panels under pure  shear  is of practical  interest  in aircraft 
structures. Using the same general methods as in the preceding articles, the critical values of shearing 
stress at which buckling begins were calculated  for  long and wide curved panels  [18],  [19]. The 
results presented in Figure 16‐19 and Figure 16‐20. 

  crτ  
 are 
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16.3.4 Curved Panels under Combined Loading 
The  problem  of  combined  shear  and  axial  compression  was  solved  by  Kromm  [20].  The  results 
obtained are given by curves in Figure 16‐21, in which abcissas are values of 

( )24 4 12 1b v
R

ω
π

= −   16‐88 

 

where R  is  the  radius of  the curved panel, h  is  its  thickness and  b R= β  
  the 

is  the width of  the curved 
panel. Each  curve  corresponds  to  a definite value of  the  ratio of compressive  stress  to  the 
critical buckling stress

xσ  
  crσ  calculated from Eq. 16‐80. Negative values of the ratio  indicated 

in the figure, correspond to axial tension. The curve
  x cr/σ σ ,

  x cr/ 0σ σ =  
lculation that
normal stres

corresponds to the case of pure shear, 
discussed in Section 16.3.3. It is assumed in this ca  the longitudinal edges of the curved 
panel are simply supported and the circumferential  s  θσ  vanishes along these edges. 

The points of intersection of the curves with the horizontal axes  4 ω  (see Eq. 16‐88) give the values of 
ω  for which buckling is produced by the compressive stresses  xσ  acting alone )  The points of 
intersection of the curves with the vertical axes give the critical shearing stress for a long flat strip 
for various amounts of the longitudinal tensile stress

  ( 0τ = .
  crτ  

  xσ . 

 

Figure 16‐19: Shear buckling coefficient for long simply supported curved plates 
(from [19]). 
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Figure 16‐20: Shear buckling coefficient for wide simply supported curved plates 

(from [19]). 

 
Figure 16‐21: Curved panels under combined shear load and axial load (from [17]). 
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17 
Closed shells 

17.1 Introduction  
Thin‐walled  shells  are  frequently  used  structural  elements  in  such  diverse  applications  as  cooling 
towers,  legs  of  offshore  bore  islands,  aircraft  fuselages  or  as  the main  load  carrying  elements  of 
aerospace  launch  vehicles.  The  popularity  of  shells  is  due  to  the  fact  that  they  are  efficient  load 

ely, often they are prone to ʺcatastrophicʺ elastic instabilities. 
Thus a thorough understanding of the stability behaviour of thin‐walled shells is a prerequisite for all 

17.2 Circular cylindrical shells 
c tely because  their  stability  equations  are much  simpler 

 
theory  will  be  employed.  These  equations  give  accurate  results  for  cylindrical  shells  whose 
displacement  components  in  the  deformed  configuration  are  rapidly  varying  functions  of  the 
circumferential coordinate. For the sign convention used see Figure 17‐1. 

carrying structures. However, unfortunat

those who employ them. 

Circular  ylindrical  shells  are  treated  separa
than those of shells of general shape, and thus can be used very conveniently to illustrate the different 
types of  instabilities  that may occur.  In  the present analysis  the relatively simple Donnell  type shell

 

Figure 17‐1: Circular cylindrical shell – symbols and sign convention. 
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In  the age of computerized shell stability  the  interest  in using  the Donnell  type shell equations has 
practically  disappeared.  However,  their  relative  simplicity  makes  them  ideally  suited  for  rapid 
approximate  analytical  developments  and  hence  also  for  the  following  introductory  analytical 
examination of shell stability. 

The Donnell equations are based on the following middle‐surface kinematic relations 

ε = + β β = −2
x x x x x

1
u, w, κ = β

β = − κ = β

γ = + +β β κ = β + β

x x,x

2
y y y y y,y

xy y x x y xy x,y y,x

w,

1
u, v, ( )

2

  17‐1 

rential  rotation 

ε = + + βy y

2
w 1

u,
R 2

Comparing  the  circumfe yβ   with  the  one  used  for  the  circular  ring  subjected  to 

uniform external pressure 

yR
17‐2 

one sees that according to Donnellʹs approximation the circumferential displacement component  v  is 
neglected  relative  to  the  gradient  of  the  normal  displacement  compon

v
β = w,−  

ent  in  the  circum  
direction  

ergy  criterion,  the  following  set  of  nonlinear  governing 
equations are derived in [1] for isotropic circular cylindrical shells. 

0

ferential
  yw, .

Employing  the  stationary  potential  en

x,x xy,yN N+ =   17‐3 

0xy,x y,yN N+ =   17‐4 

  x,xx xy yx ,xy y,yy y x xx xy xy y yy
1

M (M M ) M N N w, 2N w, N w,+ + + − + + + p= −   17‐5 

e displacements u, v, w may be obtained by introduction of the 
isotropic constitutive equations 

R

Three equations in three variables, th

x x y

N C(

= ε + νε

= ε + νε 
x x yN C( ) M D( )

) M D( )

= κ + νκ

= κ + νκ  

 17‐4 and 17‐5. The extensional and 
the bending stiffness parameters are, respectively,

y y x y y x

xy yx
xy xy xy

M M(1 )
N C D(1 )

2 2

+− ν
= γ = − ν κ

17‐6 

and the kinematic relations from equation 17‐1 into equations 17‐3,
  2C Eh /(1 )= − ν  and  3 2D Eh /12(1 )= − ν . 

r d f can be derived as follows. Notice that if one 

, , N f,= = −   17‐7 

 

A simple  set of two equations in two variables w an
defines an Airy stress function f such that 

  x yyN f, , N f= y xx xy xy

then the in‐plane equilibrium equations 17‐3 and 17‐4 are identically satisfied. The remaining out‐of‐
plane equilibrium equation 17‐5 and the compatibility equation 

2
x,yy y,xx xy,xy xy xx yy xx

1
w, w, w, w,

R
ε + ε − γ = − +   17‐8 

yield upon substitution and regrouping 
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  4
xx yy xx xy xy xx yy

1
D w f, (f, w, 2f, w, f, w, ) p

R
∇ + − − + =   17‐9 

4 2
xy xx yy xx

1
f Eh(w, w, w, w, ) 0

R
∇ − − + =    17‐10 

Where 

  17‐11 

These equations were first presented by Donnell as three equations in 1933 [2]. 

When  talking  about  buckling  of  thin‐walled  shells  one  distinguishes  between  collapse  at  the 
maximum point of a load‐deflection curve and bifurcation buckling. Thus if one employs the general 
nonlinear analysis governed by equations 17‐9  ‐ 17‐11, the axially compressed perfect  isotropic shell 
initially deforms  axisymmetrically  along  the path OA  (see Figure 14‐3) until a maximum  (or  limit) 
load is  reached at point A. However,  in  this case  there exist many bifurcation points along  the 
fund  path between O and A. Hence, once the lowest bifurcation load

∇ = + +4
xxxx xxyy yyyy( ) ( ), 2( ), ( ),  

  Aλ  
amental   cλ  is reached, the initial 

failure of  the perfect  structure will be  characterized by a  rapidly growing asymmetric deformation 
along the path BD with a decreasing axial load  λ . Notice that in this case, the (axisymmetric) collapse 
load of the perfect structure is of no engineering significance. 

The linearized stability equations for the determination of the critical load

  Aλ  

  cλ  at the bifurcation point 
can be derived by the application of the adjacent equilibrium criterion. To investigate the existence of 
adjacent equilibrium configurations one assumes that the two variables w, f are given by 

  0 0 ˆˆw w w, f f f= + =  + 17‐12 

where represent  the prebuckling  solutions  along  the  fundamental path  and  represent 
small perturbations at buckling. Direct substitution of these expressions into equation and 17‐10 
and  deletion  of  squares  and  products  of  the  perturbation  quantities,  yields  a  nonlinear 
governing equations  for  the prebuckling quantities  which are  identical  in  form  to equations 

17‐9 ‐ 17‐11 , and a set of linearized stability equations ing the perturbation quantities

 

  0 0w , f   ˆŵ, f  
s 17‐9 
set  of 

0 0w , f  

 govern   ˆŵ, f  

4
xx NL 0 NL 0

1 ˆ ˆˆ ˆD w f, L (f ,w) L (w , f) 0
R

∇ + − − =   17‐13 

  4
xx NL 0

Ehˆ ˆ ˆf w, EhL (w ,w)
R

∇ − + =  0 17‐14 

where 

  17‐15 

17.2.1 Level-1 solutions for isotropic shells 

Using equations 17‐9 ‐ 17‐11 to evaluate the prebuckling equilibrium state, in the following the critical 
buckling  load  for  various  loading  conditions will  be  calculated with  the  help  of  the  appropriate 
linearized stability equations. 

17.2.1.2 Axial Compression 

st c  ends and subjected to a 
for uckling deformation of 

NL yy xx xy xy xx yyL (S, T) S, T, 2S, T, S, T,= − +  

17.2.1.1 Overview 

Fir onsider the stability of a cylindrical shell that is simply supported at its
uni mly distributed axial compressive  load P. Under  this  loading  the preb
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the shell is axisymmetric as shown in Figure 17‐2. The critical load is the lowest axial load at which 
the axisymmetric equilibrium state ceases to be stable. 

g

  cP  

Assumin  that the shell is sufficiently long so that the effect of bending of the shell wall close to the 
ends can be neglected,  then  the prebuckling state can be approximated by  the  following membrane 
state 

 
2P Eh

N , Nx0 y0 xy0 0N 0, w
2 R cR

= − = −λ = = =
π

 constant    17‐16 

where 

   with R andx cN /Nλ = l ,   2
cN Eh / c=l   ( )23 1c ν= −   17‐17 

 

Figure 17‐2: Axially compressed cylinder. 

Thus the axisymmetric form  in Figure 17‐2a  in effect  is replaced by that  in Figure 17‐2b. Notice that 
this membrane  state  satisfies  the nonlinear governing  equations of  the prebuckling path, equations 
17‐9 17‐11,  identically  and  reduces  the  linearized  stability  equations,  equations17‐13 17‐15  to  the 
following set of constant coefficient equations 

 
2

4
xx xx

1 Ehˆˆ ˆD w f, w, 0
R cR

∇ + +λ =    17‐18 

  4
xx

Ehˆ ˆf w,
R

0∇ − =    17‐19 

For constant D and simply supported boundary conditions  = =xxˆ ˆw w, 0  at these equations 
admit separable solutions of the form 

 

  x 0,L=  

x y xˆŵ A sinm cosn , f B sinm cos n
L R L

= π = π   y
R

17‐20 

leading to a standard eigenvalue problem with the eigenvalues 

 
2)2 2 2

m n m
c,mn 2 22 2

m m n

(1
2 ( )

⎧ ⎫α + β α⎪ ⎪λ = +⎨ ⎬
α α + β⎪ ⎪⎩ ⎭

   17‐21 

and the eigenfunctions 
23
m

2)2 2
m n

x y Eh xˆŴ hsinm cosn , f sinm cosn
L R 2c L R(

α
= π = − π

α + β
 y

17‐22 
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where 

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α = β =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠2c L 2c R

Notice that the eigenvalues  c,mnλ  depend not only on the geometric parameters but also on the axial 

and circumferential wave numbers m and n. 

For  cylinders  of  intermediate  length,  a  close  esti

2 2
2 2 2 2
m n

Rh Rh 1
m ; n   17‐23 

mate  of  the  smallest  eigenvalue may  be  obtained 
directly by analytical minimization of with respect to the quantity  c,mnλ     2 2 2 2

mn m n m( ) /Λ = α + β α  in 

  e result that  c,mnλ  equation 17‐21. Differentiation leads to th is a minimum for 

 
2 2 2
m n

mn 2
m

( )
1

α + β
Λ = =

α
   17‐24 

isfy  equation  17‐24  have  the  same  (lowest)  eigenvalue  of Thus  all mode  shapes which  sat c 1λ = . 
Regrouping equation 17‐24 one gets the well known Koiter circle [3] 

2 2
m n m 0α + β − α =     17‐25 

which is the locus of a family of modes belonging to the lowest eigenvalue 

  c
c

c
1

σ
λ = =

σ l
   17‐26 

 17‐26 is normalized by 

 

Notice that equation

c 2

Eh E h
cR R3(1 )

σ = =
− ν

l    17‐27 

the critical buckling stress for axially compressed circular cylindrical shells, derived shortly after the 
turn of the century independently from each other by Lorenz [4], Timoshenko [5] and Southwell [6]. 

For  short  cylinders, because m  and n  are  integers  the  analytical minimization  to  arrive  at  equation 
17‐24  is  inadmissible.  In such cases equation 17‐21  is evaluated repeatedly  for different values of m 
and n in a trial‐and‐error procedure to determine the critical load. If the cylinder is so short that 

 
2R R

2c
L h

⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

   17‐28 

then during buckling only a half‐wave in the axial direction will be formed and the smallest value of 
equation 17‐21 is obtained for  Thus  n 0= .

2
c

c c,m0 2c

1 Rh 1
2 2c L Rh

2c L

⎧ ⎫
⎪ ⎪

σ π⎛ ⎞⎪ ⎪λ = = λ = +⎨ ⎬⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎪ ⎪π⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟ ⎪

⎝ ⎠⎩ ⎭

l
   17‐29 

By taking the  length of the cylinder shorter and shorter, the second term  in equation 17‐29 becomes 
smaller and smaller in comparison with the first term. Thus, by neglecting it one obtains 

2
c

c
c

Rh
4c L

σ π⎛ ⎞λ = = ⎜ ⎟σ ⎝ ⎠l
   17‐30 

or 
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22
c 2

E h
L12(1 )

π ⎛ ⎞σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ν

   17‐31 

which  is Eulerʹs formula for a  ʺwide columnʺ,  i.e. a flat plate that  is simply supported at the  loaded 
edges and free along the unloaded edges. 

A very  long cylinder can buckle as an Euler column with undeformed cross‐section  The 
Donnell  formulation used does not yield  the correct  result  for  this case as can be  seen  from Figure 
17‐3. Comparing  these  results with  the values displayed  in Figure 17‐3, which are based on Loveʹs 
theory  (equation.  (i)  on  p.  464  of  [7]),  one  sees  that  Donnellʹs  approach  also  yields  somewhat 
inaccurate  results  for moderately  long  cylinders. Notice  that  the  results  of Loveʹs  theory  show  the 
proper limiting behaviour for very long shells. 

The Euler buckling load of very long thin‐walled cylinders can be obtained by setting and 
in the appropriate column equation yielding 

  (m n 1)= = .

  3I R h= π  
A 2 Rh= π  

2
2 2c

c 2
P EI E R
A 2AL

⎛ ⎞σ = = π = π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
L

17‐32 

 

Figure 1 nnell and Love 

ompression 

If  the  shell  is  simply  supported  at  its  ends  then  under  the  simultaneous  action  of  uniform  lateral 
pressure and axial compression the prebuckling deformation of the shell is axisymmetric as shown in 
Figure 17‐4. The critical pressure is defined as the lowest pressure at which the axisymmetric form 
loses its stability. 

Again it is assumed, for simplicity, that the shell is sufficiently long so that the prebuckling state can 
be approximated by the following membrane state 

7‐3: Comparison of buckling load predictions using Do
type theories(from Singer, Arbocz and Weller [8]) 

17.2.1.3 Combined External Pressure and Axial C

  cp  

2 2
x0 y0 e e xy0 0

Eh Eh
N ; N p R p ; N 0 ;

cR cR
= −λ = − = − = =  w constant  17‐33 

Notice that thus, in effect, the axisymmetric form in Figure 17‐4a is replaced by that in Figure 17‐4b. It 
uations of the prebuckling can be verified that this membrane state satisfies the nonlinear governing eq

path,  equations  17‐9 17‐11,  identically  (whereby  ep p= − )  and  reduces  the  linearized  stability 
equations 17‐13 17‐15 to the following set of constant  equations  coefficient
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2 2
4

xx e yy xx
1 Eh Ehˆˆ ˆD w f, p w, w, 0
R cR cR

∇ + + +λ =   ˆ 17‐34 

4
xx

Ehˆ ˆf w,
R

∇ − =   0 17‐35 

 

Figure 17‐4: Cylinder subjected to uniform external lateral pressure 

‐20 leads to a standard eigenvalue problem with eigenvalues 
The boundary conditions and the separable solutions are the same as for the preceding example. The 
use of equations 17

2
m(1 ⎧ α + β⎪ 2 2 2 2

n m n
e 2

m

)
p

⎫α β⎪λ = + −
α⎪2 2 2 2

m m n
2 ( )

⎨ ⎬
α α + β⎪⎩ ⎭

   17‐36 

ng can be obtained introducing the relation A si le parameter eigenvalue 

eR̂pλ =    17‐37 

where  is  a non‐dimensional  constant. Notice  that  if R̂   R̂ 0=   the pressure  acts  only  on  the  lateral 
surface, whereas if then the pressure contributes also to axial compression through the end 
plates,  forming  the   hydrostatic  pressure  case.  With  the  help  of  this  expression  the 
eigenvalues can be written as 

  R̂ 1 / 2=  
  so‐called

2 2 2 2 2
m m n m

c,mn 2 2 2 2 2 2
m n m m nˆ2(R ) ( )

( )
p

⎧ ⎫α α + β α⎪ ⎪= +⎨ ⎬
α + β α α + β⎪ ⎪⎩ ⎭

The  eigenfunctions  are  the  same  as  for  the  preceding  example  (see  equations  17‐

  17‐38 

22). Considering 
seen that the equation 17‐38, a distinct eigenvalue corresponds to each pair of values m and n and it is 

smallest eigenvalue corresponds  in every case  to m 1= . For particular values of L/R and R/h,  the n 
corresponding to the smallest eigenvalue can be determined by trial‐and‐error. 

Numerical results based on equation 17‐38 are shown in Figure 17‐5. From these curves, calculated for 
different R/h ratios, it is seen that for shorter tubes the critical external pressure increases rapidly 
as  the  ratio  L/R  decreases. On  the  other  hand  for  long  tubes,  for  L/R>50  say   critical  external 
pressure does not depend on the length. Its value can also be deduced from the  al pressure for a 
ring  subjected  to  external  fluid  pressure,  as  follows. Recalling  that  the  compressive  force per  unit 

is  equal  to    then  the  critical  pressure 

becomes

  cp  
,  the
critic

length  yN   acting  on  the  elemental  ring  of  unit width  cp R ,

 

yc c 2
EI

N p R 3
R

= =   17‐39 

If one now replaces E by and sets  then equation 17‐39 yields   2E /(1 )− ν     3I h /12= ,
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3

c 2
E h

p
R4(1 )

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ν

  17‐40 

the critical buckling pressure for long tubes subjected to uniform external pressure. 

It also becomes apparent  from  the  results displayed  in Figure 17‐5  that  for or  less  there  is a 
noticeable difference between the predictions of equation 17‐38, which  is ba Donnellʹs theory, 
and the results of the Love theory of [7] (equation (d) on p. 496). For

  n 4=  
sed on 

 n 2= , as well known, the Donnell 
values are about 33 percent too high. 

 

Figure 17‐5: Buckling diagrams for uniform external lateral pressure(from Singer, 
Arbocz and Weller[8]). 

17.2.1.4 Combined Torsion and Axial Compression 

Assuming,  for simplicity,  that  the shell  is sufficiently  long,  then  the prebuckling solution under  the 
simultaneous  action  of  axial  compression  and  torsion  can  be  approximated  by  the  following 
membrane state 

2 2
t

x0 y0 xy0 02
MEh Eh

N ; N 0 ; N ;
cR cR2 R

= −λ = = = τ =
π

 w constant  17‐41 

where is the applied torsional moment. 

Direct substitution shows that this membrane state satisfies the nonlinear governing equations of the 
prebuckling  path,  equations  17‐9 17‐11  identically  and  that  the  linearized  stability  equations, 

  tM  
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equations 17‐13 17‐15, are reduced to the following set of constant coefficient equations 

2 2
4

xx xy xx
1 Eh Ehˆˆ ˆD w f, 2 w, w, 0
R cR cR

∇ + − τ +λ =  ˆ 17‐42 

4
xx

Ehˆ ˆf w,
R

∇ − =  0 17‐43 

Notice  that  these  equations  differ markedly  from  the  previously  derived  stability  equations  (see 
equations  17‐18 17‐19  and  17‐34 17‐35)  in  that  in  the  out‐of‐plane  equilibrium  equation  one 
encounters both odd and even derivatives of with respect to the same independent variable. This 
indicates that one can no longer satisfy the st y equations by using separable solutions in the form 
of  simple products  of  sines  and  cosines. Physically  this means  that  there  are  no  generators which 
remain straight during buckling and which form a system of straight nodal lines for a buckled surface. 

Under  torsional  loading  the  buckling  deformation  of  a  cylindrical  shell  consists  of  a  number  of 
circumferential waves that spiral around the cylinder from one end to the other. If one now assumes 
that the buckling mode is represented by 

  ŵ  
abilit

N N
mn mn

m 1 m 1

x y x
ŵ h C sinm sinn h D sinm cosn

L R L= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= π + π⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑   y
R

17‐44 

an expression that satisfies simply supported boundary conditions  xxˆ ˆw w, 0= =  at  then an 
approximate solution of the linearized stability equations can be obtained as follows. 

First,  the  compatibility  equation  17‐35  is  solved  exactly  for  the  stress  function  in  terms  of  the 
assumed radial displacement Since it is assumed that the shell is sufficiently long so that the effect 
of bending of the shell wall   to the ends can be neglected, only a particular solution of equation 
17‐35 needs to be considered. condly, the equation of equilibrium 17‐34 is solved approximately by 
substituting  therein and and  then applying Galerkinʹs procedure. Carrying out  the steps yield 
for  a  given  number  of  ci ferential  full  waves  n  the  following  homogeneous  system  of  two 
simultaneous algebraic equations 

  x 0,L= ,

f̂  
  ŵ . 
close
 Se

  f̂     ŵ  
rcum

m mn mj jn
1

M C N D 0+ =
τ

, m=1,2,3…,N  17‐45 

mj jn m mn
1

N C M D 0− +
τ

 = 17‐46 

where 

m c,M m
4
π

= τ  mn 17‐47 

N N
mj jn j m jn mj jn j m jn2 2 2 2

j 1 j 1

j m j m
N D D ; N C C

m j m j
± ±

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟= θ = θ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑   17‐48 

xy xy

c c

N

h

τ
τ = =

σ σl l
  17‐49 

2 2 2 3
m n m m

c,mn 2 2 2m n nn m n( )β α + β⎪ ⎪⎩ ⎭

( )1
4 2

⎧ ⎫α + β α αλ⎪ ⎪τ = + −⎨ ⎬
α β β

  17‐50 

j m
1 if j m odd integer
0 otherwise±

= ± =⎧
θ ⎨

=⎩
  17‐51 
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Using matrix  notation  equations  17‐45 17‐47  can  be  put  into  the  form  of  a  standard  eigenvalue 
problem 

A B X⎡ ⎤ 0− τ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ %
  17‐52 

which can be solved routinely on a digital computer. Since the structure buckles at the lowest stress at 
which instability can occur, for a given shell  τ  

determinan
is minimized with respect to the circumferential wave 

number n. This is done by truncating the  t of the coefficients of equation 17‐52 and finding 
the lowest eigenvalue by matrix iteration. The size of the determinant is increased until the eigenvalue 
converges to the desired accuracy (say, five significant figures). 

Results  for  and different  L/R  ratios  are  displayed  in  Figure  17‐6. As  can  be  seen,  for 
shorter shells normalized torque parameter

R /h 1000=  
 the critical    cτ  

er  la
increases rapidly as the ratio L/R decreases. 

Notice  also,  that  by  taking  the  radius  of  the  cylind rger  and  larger, while  keeping  its  length 
constant, the lower bound festoon curve for  cτ  

by 
approaches the critical shear load of an infinitely long 

strip with simply supported edges obtained  Southwell and Skan [9] 

2
c 2

D
5.35

L h

π
τ =   17‐53 

where again ν  

Limiting  results  for  large  values  of  L/R,  when  the  shell  will  buckle  with  two  full  waves  in  the 
circumferential direction, have been derived, for example, in [1] using Donnellʹs theory yielding 

  3 2D Eh /12(1 )= − .

3 /2

c 2 3 / 4 R(1 )
⎜ ⎟
⎝ ⎠− ν

E h
0.272 ⎛ ⎞τ =   17‐54 

and in [7] using a Love type theory yielding 

3 /2

c 2 3 / 4
E h

0.236 ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟  
R(1 ) ⎝ ⎠− ν

17‐55 

Once again, as noted earlier, for Donnellʹs equations are inaccurate. 

following buckling mode 

 n 2=  

Also shown in Figure 17‐6 are solutions based on the 

mn
x y

ŵ hC sin m n
L R

⎛ ⎞= π −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  17‐56 

ere
in the t does not satisfy any of the commonly used boundary conditions 

the
cylind  critical load. 

wh   mnC  is a constant and m, n are integers. Equation 17‐56 satisfies the requirement of periodicity 
 circumferential coordinate, bu

at    cylinder  ends. Consequently,  this  simple  expression may  only  be  used  for  sufficiently  long 
ers, whose end conditions have little influence on the magnitude of the
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Figure 17‐6: Buckling diagrams for cylinders subjected to torsion (from Singer, 
Arbocz and Weller [8]) 

Using  the Donnell  type  theory and proceeding as outlined earlier one obtains a particularly simple 
solution  of  the  linearized  stability  equations  17‐42 17‐43  with  the  following  expression  for  the 
eigenvalues 

2 2 2 3
m n m m

c,mn 2 2 2m n nn m n

( )1
4 2( )

⎧ ⎫α + β α αλ⎪ ⎪τ = + −⎨ ⎬
α β ββ α + β⎪ ⎪⎩ ⎭

  17‐57 

where  c,mn xy c/τ = τ σ l . Notice  that  the  eigenvalues  of  c,mnτ   depend  not  only  on  the  geometric 

parameters and  the  specified axial  load  c/λ = σ σ l , but also on  the axial and  circumferential wave 
numbers m and n. 

Timoshenko used expressions similar to the one given by equation 17‐56 to solve Love type stability 
equations  in [7]. His solution curve agrees well for full waves  in the circumferential direction 
with the one based on Donnellʹs stability equations.  for large values of L/R when the shells 
buckle with two full waves in the circumferential direction, one can observe the well known fact that 
Donnellʹs equations yield about 10 percent higher values  than solutions based on  the more accurate 
Love type theory. 

The first investigation of buckling of cylindrical shells under torsion is due to E. Schwerin [10]. For a 
complete review of the torsion problem the interested reader should consult Yamakiʹs book [11]. 

17.2.1.5 Combined Bending and Axial Compression 

If a cylindrical shell  is relatively short and the shell edges are held circular, then the circumferential 
flattening of the cylinder cross section caused by the bending moment can be neglected. In this case 

  n 4≥  
 However,
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the prebuckling state under an external  load consisting of combined bending and axial compression 
can be approximated quite accurately by the following membrane state 

2
x0 a

Eh ˆ R̂
cR

⎛= − +⎜ b y0 0
y

N R cos ; N
R

⎞ = =⎟  c  

where 

xy0N 0 ; w=
⎝ ⎠

onstant  17‐58

2
20 b 0

a b 0 b c2c c

N N MP Ehˆ ˆR ; R ; N ; N ; N ; c 3(1= − )
N N 2 R cRR

= = = = = ν
π π

l
l l

   17‐59 

Notice  that  this membrane  state  rigorously  the nonline ns governing  the 
prebuckling state, equations 17‐9  because of its simplicity it has been widely used in 
the  literature  (see  [12],  [13]  and  [ ain  approximate  solutions.  The  linearized  stability 
e  an  red in e coeffi ations 

does not  satisfy 
17

ar  equatio
‐11. However,
14])  to  obt

quations 17‐13 d 17‐14 then uce to the follow g set of variabl cient equ

2Ehˆ ˆf, R⎛+ +4
xx a b xx

1 ˆˆ ˆD w R cos w, 0
R c R

∇ + =⎟
⎠

   17‐60 y ⎞
R ⎜

⎝

4 Ehˆ ˆf w∇ − xx, 0
R

=    17‐61 

If one now assumes that the buckling presented by  mode is re

N
mn

n 1L R=

x y
ŵ h sinm C cosn

⎧ ⎫⎪ ⎪= π ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑    17‐62 

an expression tha ly  ndt satisfies simp supported bou ary conditions  xxˆ ˆw w, 0= =  at an 
approximate solutio ear ati ined as . 

First  the  compatibil   exactly   stres   terms  of  the 
assumed radial di  Here umed that the effect of be ell wall close to 
the ends can be neglected. Thus on r solution of equation  considered. 
Secondly, the equation of equilibrium d approximately by and
and then applying Galerkinʹs proc  the steps yields for  ber of axial half 
waves m the following homogeneous algebraic equations 

  x 0,L= , then 
n of the lin

ity  equation
splacement  ŵ

ized stability equ ons can be obta

  for  the

 follows

17‐61  is  solved  s  function  f̂   in
.  it is ass

ly a particula
 17‐60 is solve

nding of the sh
 17‐61 needs to be
 substi  thereintuting

a given nu
  f̂     ŵ  

edure. Carrying out m
 system of 

c,mn a mnR̂ ) C− − b 1n 0n(1 m,n 1 0(1− + − δ n m,n
1

R̂ ) C )C
2 1 0+(λ ⎡ ⎤  

with 

   

where 

+ δ − δ⎣ =⎦    17‐63

   n 1,2,3,...N=

2 2 2 2
m n m

c,mn 2 2
m m

( )1
2 ( )

⎧ ⎫α + β α⎪ ⎪λ = +⎨ ⎬
α α + β⎪ ⎪⎩ ⎭

  
2
n

17‐64 

2 2
2 2
m n

Rh
m

π⎛ ⎞α = 2 2 2Rh 1
; n ; c 3(1 )

2c L 2c R
⎛ ⎞β = = − ν⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   17‐65 

and are Kronecker deltas. 

Using matrix notation equation 17‐63 can be put into the following form 

⎜ ⎟

  1n 0n 0N, ,δ δ δ  
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m0c,m0 a b
1 Cˆ ˆR R
2

1 1ˆ ˆ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤λ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢
⎢ m1b c,m1 a b

m2b c,m2 a b

mNb c,mN a

CˆR R R
2 2

1 1ˆ ˆ ˆ CR R R
02 2

ˆ CR
2

⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥− λ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =

⎥ ⎢ ⎥
λ − ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

   17‐66 

This tridiagonal matrix eigenvalue problem can be solved very conveniently by a recursive Gaussian 
elimination scheme originally derived by Potters [15] and used later extensively by the Harvard group 
under Budiansky [16]. Either the normalized axial load parameter

b c,mN 1 a b

..... ..... ..... .....
1 1ˆ ˆ ˆR R R .....
2 2

1
R̂

−

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− λ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢

−⎢

  aR̂ ( )= λ  or the normalized bending 

moment  parameter  can  be  chosen  as  the  eigenvalue,  whereby  in  each  case  the  other  load 
parameter has a   fixed value. Since the shell buckles at the lowest stress at which instability 
can occur, the eigenvalue chosen is minimized with respect to the axial half‐wave number m. This is 
done by  truncating  the  size of  the matrix  in equation 17‐66  for a given value of m and  finding  the 
lowest eigenvalue by matrix  iteration. The size of  the determinant  is  increased until  the eigenvalue 
converges to the desired accuracy (say, five significant figures). 

Numerical  results  for and different  ratios are displayed  in Figure 17‐7  for pure bending 
 Notice that for shorter shells the normalized bending stress ratio increases rapidly as the 

ratio L/R decreases. Further, whereas for shorter shells

bR̂  
specified

  R /h 100=  

aˆ(R 0)= .   bR̂  

  (L /R 0.5,<  say) for certain L/R ratios may 

vary noticeably, for longer shells say) the critical normalized bending stress ratio can 
be set equal to the lower of the festoon curves of about 1.014. 

Thus  for pure bending  the maximum critical bending  stress  is only  slightly higher  than  the  critical 
stress for axial compression only. 

Here  it  should be mentioned  that  the  statement made  in  [7] on p.  483 about  the maximum  critical 
stress for bending alone is 1.3 times the critical stress for pure compression does not hold in general. It 
is only  true  for  the particular  set of geometric  and material properties used by Flügge  [13]  for his 
ʺhabilitationʺ paper. 

Finally  to  check whether  it  is  safe  to  neglect  the  effect  of  ovalization  of  the  circular  cross‐section 
caused by  the  applied bending moment one  can use  the  results of  [17] here  reproduced  in part  in 
Figure 17‐8. The authors of this paper used the two‐dimensional finite difference code STAGS [18] to 
calculate the collapse bending moment while taking the effects of boundary conditions and geometric 
nonlinearities  in  the  prebuckling  state  into  account. As  can  be  seen  from  Figure  17‐8  for  shells  of 
moderate length say) the results obtained with equation 17‐66 are quite accurate. 

  bR̂  

  (L /R 1.0,>     bR̂  

  (L /R 3,<  
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Figure 17‐7: Variation of buckling stress ratio with cylinder length . 

 

F ure 17‐8: Comparison of collapse moments ofig  cylinders under pure bending 

with classical results (from [17]). 

17.2.2 Level-1 solutions for orthotropic shells 

17.2.2.1 Overview 

Orthotropic  cylindrical  shells  are  widely  used  in  structural  applications.  Examples  of  shell‐wall 
construction  that can be  treated as orthotropic  include cylindrical sheets stiffened by closely spaced 
circular rings and/or  longitudinal stringers,  fibre‐reinforced shells and corrugated‐skin construction. 
For  a  shell‐wall  construction  that  is not  symmetrical  relative  to  the  shell middle  surface,  there  is a 
coupling  between  extensional  forces  and  curvature  change  and  between  bending  moments  and 
extensional  strain.  To  account  for  this  coupling  effect  the  generalized  constitutive  equations  for 
anisotropic shells of Ref. [20] are used, which read 
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x 11 12 16 x 11 12 16 x

y 12 22 26 y 12 22 26 y

xy16 26 66 16 26 66xy xy

N A A A B B B
N A A A B B B

A A A B B BN

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ε κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ε +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ κγ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

  

⎤
⎥

κ ⎥
⎥
⎥⎦

17‐67 

⎤
⎥

κ ⎥
⎥
⎥⎦

17‐68 

The corresponding sign convention  is shown  in Figure 17‐1.  In short‐hand notation  these equations 
can be written as 

x 11 12 16 x 11 12 16 x

y 12 22 26 y 12 22 26 y

xy16 26 66 16 26 66xy xy

M B B B D D D
M B B B D D D

B B B D D DM

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ε κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ε +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ κγ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

  

N A B= ε + κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦    17‐69 

M B D= ε + κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦    17‐70 

Inverting the first constitutive equation 17‐69 one obtains 

17‐71 

where 

⎤⎦ 17‐72 

Substituting the inverted first constitutive equation 17‐71 into the second constitutive equation 17‐70 
yields 

κ 17‐73 

where 

A * N B *ε = + κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   

1 1A * A B * A B− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

M C * N D *= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   

1C * B A * B A−⎡ ⎤= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
   17‐74 

17‐75 

Notice that since is symmetric, therefore also

1D * D B A B−⎡ ⎤= −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  A⎡ ⎤⎣ ⎦     A *⎡ ⎤⎣ ⎦  is symmetric. Further since is symmetric, 

therefore

  B⎡ ⎤⎣ ⎦  

  TC * B *= −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . Finally since  D⎡ ⎤⎣ ⎦ is symmetric, therefore also  D *⎡ ⎤⎣ ⎦  is symmetric. 

The equilibrium and compatibility conditions are independent of the material law, therefore the set of 
nonlinear governing equations for anisotropic/orthotropic circular cylindrical shells are also given by 
equations 17‐3, 17‐4 and 17‐5. 

A simpler set of  two equations  in  the  two variables w and  f can be derived by  introducing an Airy 
stress function f such that 

− 17‐76 

then the in‐plane equilibrium equations 17‐3 and 17‐4 are identically satisfied. The remaining out‐of‐
plane  equilibrium  equation  17‐5  and  the  compatibility  equation  17‐8  yield  upon  substituting  the 
appropriate  form  of  the  anisotropic  constitutive  equations  (equations  17‐73)  into  the  out‐of‐plane 
equilibrium equation 17‐5 and equations 17‐71  into  the compatibility equation 17‐8 and  regrouping 
the following two nonlinear governing equations 

x yy y xx xy xyN f, , N f, , N f,= = =  

B* D* xx NL
1

L (f) L (w) f, L (f,w) p
R

+ = − +  + 17‐77 

A* B* xx NL
1 1

L (f) L (w) w, L (w,w)
R 2

− = −   17‐78 
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where 

17‐79 

L ( ) B ( ), (2B B ) ( ), (B B 2B ) ( ),∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + − + + −

 stiffeners are ʺsmearedʺ, or distributed, over the whole shell 
rs, has been found to be a satisfactory 
lity (see [21] and [22]). 

As an illustration let us consider a thin‐walled cylindrical shell, reinforced by closely spaced circular 
rings attached to the inside of the shell skin and with longitudinal stringers attached to the outside, as 
shown in Figure 17‐9. 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + + − +A* 22 xxxx 26 xxxy 12 66 xxyy 16 xyyy 11 yyyyL ( ) A ( ), 2A ( ), (2A A ) ( ), 2A ( ), A ( ),  

*
B* 21 xxxx 26 61 xxxy 11 22 66 xxyy

16 62 xyyy 12 yyyy(2B B )( ), B ( ),∗ ∗ ∗+ − +
  17‐80 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + + + + +D* 11 xxxx 16 xxxy 12 66 xxyy 26 xyyy 22 yyyyL ( ) D ( ), 4D ( ), 2(D 2DA ) ( ), 4D ( ), D ( ),   17‐81 

and the following nonlinear operator 

NL xx yy xy xy yy xxL (S, T) S, T, 2S, T, S, T,= − +   17‐82 

ʺSmearedʺ stiffener theory, in which the
in a manner that takes  into account the eccentricity of stiffene
approach for closely stiffened shells that fail by general instabi

 

Figure 17‐9: Shell‐wall construction for stiffened cylinder. 

If the stiffeners and the skin are made of the same material, the semi‐inverted stiffness parameters are 
given by  the  following ced by Baruch  [23]  in 
1964 

  expressions  expressed  in  terms of parameters  introdu

2
22 s xx xx

1 1ˆA (1 )(1 ) H
Eh Eh

∗ = − ν + µ β = =  H 17‐83 

2
12 66 xy xy2

1 1 1ˆ2A A 2(1 ) H H
Eh Ehˆ(1 )

∗ ∗ ⎡ ⎤+ ν
+ = − ν β −ν + = =⎢ ⎥

⎢ ⎥β − ν⎣ ⎦
  17‐84 

2
11 r yy yy

1 1ˆA (1 ) (1 ) H H
Eh Eh

∗ = − ν + µ β = =   17‐85 

21 s xx xx
hˆB Q
2c

∗ = νβχ = =  Q 17‐86 

26 612B B 0∗ ∗− =   17‐87 

11 22 66 r s s r xy xy
hˆB B 2B (1 ) (1 ) Q Q
2c

∗ ∗ ∗+ − = −β + µ χ + + µ χ = =⎡ ⎤⎣ ⎦   17‐88 

16 622B B 0∗ ∗− =   17‐89 

12 r yy yy
hˆB Q
2c

∗ = νβχ = =  Q 17‐90 
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11 0s r s s xx xxˆD D 1 (1 ) DD D∗ ⎡ ⎤= + η − β + µ ζ χ = =⎣ ⎦   17‐91 

16D 0∗ =   17‐92 

12 66 ts tr s r r s xy xyˆ2(D 2D ) D 2 ( ) DD D∗ ∗ ⎡ ⎤+ = + η + η + νβ χ ξ + χ ξ = =⎣ ⎦   17‐93 

26D 0∗ =   17‐94 

22 0r s r r yy yyˆD D 1 (1 ) DD D∗ ⎡ ⎤= + η − β + µ ζ χ = =⎣ ⎦   17‐95 

Baruchʹs [23] parameters are defined as follows 

µ = − ν µ = − ν χ = − ν

χ = − ν ζ = ζ =

η = η = η =

η = = β =
− ν + µ + µ − ν2 2r s r

ˆD
D 12(1 ) (1 ) (1 )

2 2 2s sr
s r s s

s r s

2 sr r
r r s s r r

r s r

s sr
0s 0r ts

s r s

3
r

tr

A AA
(1 ) (1 ) (1 ) e

d h d h d h

EAA EA
(1 ) e e e

d h d D d D

EI GJEI
d D d D d D

GJ Eh 1
d

  17‐96 

The subscripts s and r refer to stringers and rings, respectively. 

and are moments of inertia of the stiffener cross‐sections relative to the shell middle surface;

 effects of moments of  inertia about  the z‐axis, warping and  the product  

sI     rI     sJ  
and  rJ   are  the  torsion  constants  of  the  stiffener  cross‐sections;  and  the  eccentricities  se   and  re  
represent the distance from the shell middle surface to the centroid of the stiffener cross‐section. It is 
assumed  that  the  of inertia 
may be neglected. The coupling parameters  s r,χ χ  and  s r,ζ ζ  are positive for outside stiffeners and 
negative for inside stiffeners. 

Thus for orthotropic shells the nonlinear governing equations 17‐77 and 17‐78 become 

QL (f D xx NL
1

) L (w) f, L (f,w) p
R

+ = − + +   17‐97 

H Q xx NL
1 1

L (f) L (w) w, L (w,w)
R 2

− = −   17‐98 

17‐99 

17‐100 

D (), D ( ), D ( ),= + +   17‐101 

de ad  at  the 
w, f 

giv

where 

H xx xxxx xy xxyy yy yyyyL ( ) H ( ), H ( ), H ( ),= + +  

Q xx xxxx xy xxyy yy yyyyL ( ) Q ( ), Q ( ), Q (),= + +  

DL ( ) xx xxxx xy xxyy yy yyyy

NL xx yy xy xy yy xxL (S, T) S, T, 2S, T, S, T,= − +   17‐102 

cλ  To  rive  the  linearized  stability  equations  for  the  determination  of  the  critical  lo
bifurcation point one can use the adjacent equilibrium criterion. Assuming that the two variables 
are  en by 

o o ˆˆw w w , f f f= + = +   17‐103 
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whe   o ow , f   represent  the prebuckling  solutions along  the  fundamental path and  ˆŵ, f   repre
perturbations  at  buckling. Direct  substitution  of  these  expressions  into  equations  17‐

re sent 
small  97  and 
17‐98  letion of  squares and products of  the perturbation quantities, yields a  nonlinear 
governing equations  for  the prebuckling quantities which are  identical  in  form  to equations 

lity equations governing the perturbation quantities 

and de set of 
  o ow , f  

17‐97 and 17‐98 and a set of linearized stabi

Q D xx NL o NL
1ˆ ˆˆ ˆL (f) L (w) f, L (f ,w) L (f,w )
R

+ = − + +  oˆ 17‐104 

H Q xx NL
1 ˆ) w, L
R

= − oˆ ˆ ˆL (f) L (w (w ,w)−   17‐105 

Using equations 17‐97  17‐98  to evaluate m state,  in  the  following  the 
critical buckling load for various loading  the help of the appropriate 
linearized stability eq s. 

17.2.2.2 Axial Compr

Considering  the  stabil   an  axially  compressed al  shell  that  is  simply  supported  at  its 
ends, the prebuckling ation is axi in Figure 17‐2. The critical load is the 
lowest axial load at w  axisymme

Assuming that the sh fficiently long so that the effect of bending of the shell wall close to the 
ends can be neglected   the prebuck imated by  the  following membrane 
tate 

 and   the prebuckling equilibriu
 conditions will be calculated with

uation

ession 

ity  of
 deform

  cylindric
symmetric as shown    cP  

hich the tric equilibrium state ceases to be stable. 

ell is su
,  then ling state can be approx

s

2
xo yo xyo o

P Eh
N , N N 0

2 R cR
= − = −λ = = =

π
 , w constant  17‐106 

where with R and  x cN /Nλ = l     2
cN Eh / c=l     2c 3(1 )= − ν . 

Notice that this membrane state satisfies the nonlinear governing equations of the prebuckling path, 
equations 17‐97 and 17‐98 identically and reduces the linearized stability equations 17‐104 and 17‐105 
to the following set of constant coefficient equations 

2
Q D xx

1 Ehˆ ˆˆL (f) L (w) f, w,
R cR

+ = − −λ  xx 17‐107 

H Q
1ˆ ˆ ˆL (f) L (w) w,
R

− =  xx 17‐108 

These equations admit separable solutions of the form 

x y xˆˆ ˆŵ A sinm cosn , f B sinm cosn
L R L R

= π = π  y 17‐109 

Substitution and regrouping yields a Standard Eigenvalue Problem 

2 2
D,m,n m Q,m,n m

2
Q,m,n m H,m,n

Â2
0

ˆ( ) B

⎡ ⎤⎡ ⎤γ − α λ γ − α ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− γ − α γ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  17‐110 

with the eigenvalues 

2 2
Q,m,n mD,m,n

mn 2 2
m m H,m,n

( )1
2

⎡ ⎤γ − αγ⎢ ⎥λ = +
⎢ ⎥α α γ⎣ ⎦

  17‐111 

and the eigenvectors 
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x y
ŵ hsinm cosn

L R
= π   17‐112 

23 Q,m,n m

H,m,n

( )Eh x y
f̂ sinm

2c L R

γ − α
= π

γ
 cosn 17‐113 

Definition of the stiffener parameters used is as follows 
4 2 2 4

D,m,n xx m xy m n yy nD D Dγ = α + α β + β   17‐114 

4 2 2 4
m,n xx m xy m n yy nH H H= α + α β + β   17‐115 H,γ

4 2 2
Q,m,n xx m xy m n yy nQ Q Qγ = α + α β +  4β 17‐116 

where 

24c
D D= = 2

ij ij ij ij ij ij3
2c

; H EhH ; Q Q ; c 3(1 )
hEh

= = − ν   17‐117 

ve number parameters with the normalized wa

2 2
2 2 2 2
m n

Rh Rh 1
m ; n

2c L 2c R
π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α = β =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  17‐118 

To  find  the  critical  (lowest)  buckling  load  cλ  
 and

owest)

using  equation  17‐111  one  carries  out  a  search  over 
integer valued axial half‐wave numbers m   integer valued circumferential  full wave numbers n. 
The results of the search for the critical (l  buckling load  cλ  

24] 
can be displayed in a contour map 

as  shown  in Figure 17‐10  for  the  ring  stiffened  shell AR‐1  [ and  in Figure 17‐11  for  the  stringer 
stiffened shell AS‐2 [24]. 

alized eigenvalues are plotted 

In order to provide a quick overview of the distribution of the eigenvalues, the values displayed in the 
contour plots are re‐normalized such  that  the  lowest eigenvalue  is  identically equal  to one. Thus  in 
Figure 17‐10 for the ring stiffened shell AR‐1 the following re‐norm

m mnλ
ρ =  c 1.09938

  17,0 1.09938λ =   is  the  lowest eigenvalue of  the  ring stiffe

17‐119 

where ned  shell AR‐1; whereas  in Figure 

‐11 17 for the stringer stiffened shell AS‐2 the following re‐normalized eigenvalues are displayed 

m mn
c 1.44589

λ
ρ =   17‐120 

 axisymmetric buckling mode, 

where  1,10 1.44589λ =  is the lowest eigenvalue of the stringer stiffened shell AS‐2. 

Notice that the distribution of the eigenvalues is distinctly different. For the ring stiffened shell AR‐1, 
as can be seen in Figure 17‐10, the lowest eigenvalue has a short wave
that is m 17, n 0= = ; whereas for the stringer stiffened shell AS‐2, as can be seen in Figure 17‐11, the 
lowest eigenvalue has a long wave asymmetric mode, that is m 1, n 10= = . 
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Figure 17‐10: Distribution of buckling loads based on Level‐1 membrane 
prebuckling analysis ‐ ring stiffened shell AR‐1 [24] under axial compression 

 

Figure 17‐11: Distribution of buckling loads based on Level‐1 membrane 
prebuckling analysis ‐ stringer stiffened shell AS‐2 [24] under axial compression 
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17.2.2.3 Combined External Pressure and Axial Compression 

If  the  shell  is  simply  supported  at  its  end  then  under  the  simultaneous  action  of  uniform  lateral 
pressure and axial compression the prebuckling deformation of the shell is axisymmetric as shown in 
Figure 17‐4. 

It  is  assumed  for  simplicity  that  the  shell  is  sufficiently  long  so  that  the  prebuckling  state  can  be 
approximated by the following membrane state 

ν= −λ = − = = + =
2 2

xo yo e xyo o pe
Eh Eh

N ; N p , N 0 , w hW hW co
cR cR

  nstant 17‐121 

where  2
x c e c c c c

h Eh
N /N ; p P / ; ; N h and c 3(1 )

R cR
λ = = σ σ = = σ = − νl l l l l  

It can easily be verified  that  this membrane state satisfies  the nonlinear governing equations of  the 
prebuckling path, equations 17‐97 and 17‐98 identically (whereby  ep p= − )

set of const
 and reduces the linearized 

stability equations, equations 17‐104 and 17‐105 to the following  ant coefficient equations 

2 2
Q D xx xx e yy

1 Eh Ehˆ ˆˆ ˆL (f) L (w) f, w, p w,
R cR cR

+ = − −λ −   ˆ 17‐122 

H Q
1ˆ ˆ ˆL (f) L (w) w,
R

− =   xx 17‐123 

These equations admit separable solutions of the form 

  x y xˆˆ ˆŵ A sinm cosn , f B sinm cosn
L R L R

= π = π   y 17‐124 

Upon substituting and regrouping one obtains the following Standard Eigenvalue Problem 

 
2 2 2

D,m,n e m n Q,m,n m
2

Q,m,n m H,m,n

ˆ A2p (R ) ( )
0

ˆ( ) B

⎡ ⎤⎡ ⎤γ − α + β γ − α ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎢ ⎥− γ − α γ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

%

   17‐125 

Notice  that  the nondimensional constant  eR̂ / p= λ  has been  introduced  in order  to obtain a single 
parameter problem. 

If the eigenvalues are 

 

  R̂ 0=  

2 2
Q,m,n m

mn e D,m,n2 H,m,nn

( )1
p p

2

⎧ ⎫γ − α⎪ ⎪= = γ +⎨ ⎬
γβ ⎪ ⎪⎩ ⎭

   17‐126 

  ‐ critical buckling pressure for uniform external lateral pressure 

whereas, if

 

  R̂ 0.5=  

2 2
Q,m,n m

mn e D,m,n2 2 H,m,nm n

( )1
p p

2(0.5 )

⎧ ⎫γ − α⎪ ⎪= = γ +⎨ ⎬
γα + β ⎪ ⎪⎩ ⎭

   17‐127 

‐critical buckling pressure for hydrostatic pressure. 

The corresponding eigenvectors are given by equations 17‐112 and 17‐113. 
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18 
Buckling design, analysis and testing of 

large structures 

18.1 Design 

18.1.1 General 
Today, ae  structure desig a balance between mass an safety (reliability) (see 
also secti  essential goal i e design of the structure is to be as light as possible, 
and  this    respected  from   beginning  of  the  development  process.  Every 
omponent – in the ideal case ‐ is designed with the objective to withstand the design loads during its 
whole life wit ich can  ing positive). These loads are caused by 
transport,  handlin er  steps d ,  and  in‐flight  loads. All  these  loads  are 
allocated wi  safety. Th  of  the structure are designed so close  to 
their  failure  state  that  the  appearance    imperfections  or  flaws  above  their  defined 
acceptance   increase of load due to an evolution of the s ication may lead to a 
violation  et  defined  by  project with  respect,  e.g.,  the  demonstration  of 
strength  rmation  limit. This  is particularly  true  for a  failure mode  such as  the 
global bu  these constraints are considered in the context of lowering cost. 

18.1.2 De ts 
The dimens ture is a long and complex process (see chapter 8 for global considerations 
on buckling design):  it combines  the different external and  internal  loadings acting on  the structure 
(sources: st rmal, environme residual stresses) conside  the different ground 
and flight phases. Special concern is on the eff  local loadings due to attachments and joints. The 
difficulty of the structural dimensioning also  in the sequence of all the  ks: during a first step, 
the  loading  is  separated  into  elementary  cas and  in  a  second  step,  these  elementary  cases  are 
combined  taking  into account  the  loading history. This  is particularly  true when different kinds of 
loadings act on the same structure. A classical example is to combine correctly the mechanical, thermal 
and local loads. 

ss,  loads  (static  and dynamic),  environmental  and mass  requirements. Taking  into 
 learned from earlier launch vehicles, the preliminary dimensioning step leads to a 

design close to the final design of the structure. This important first step determines the gener yout 
(e.g. frame, stiffener, box, etc.) and leads to a first impression of the future design and to a  
of  ‐  among  others  ‐  the materials  and  the wall  thicknesses. Once  this  first design  is  obtained,  the 
resistance against local and global buckling of the structure can be assessed. 

With  regard  to  the  global  buckling,  the  first  calculations  can  be  straightforward.  They  can  be 
performed with  the application of  simple  formulas  (theories of Timoshenko or Bruhn). This can be 
understood  as  the  Level‐1  calculations  as  described  in  chapter  11.  For  instance,  the  first  buckling 
calculations on  the ARIANE  5 Front Skirt were Euler  calculations on  stiffened panels.  In  the  same 
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trend, for the ARIANE 4 and 5 main tanks, all the buckling calculations were carried out analytically 
with the NASA SP‐8007 formulae. Some of them were improved with feed back from experience. 

More  recently,  for  the  last  generation  of  launchers  (ARIANE  5  ECA),  the  increasing  computer 
capabilities  allowed  the  development  of  large  finite  element  models  to  study  the  buckling 
phenomenon. It can be considered as the Level‐3 calculations in the hierarchical approach described in 
chapter  11.  For more  information  on modelling  aspects,  refer  to  chapter  10.  At  first,  a  series  of 
calculation with different sets of loads are performed in order to: 

a. understand the behaviour of the structure with respect to buckling, 

b. define a reference configuration with a set of imperfections. 

The  imperfections deal with  the  real geometry of  the structure  including  the manufacturing defects 
and tolerances (see chapter 9), and the real behaviour of material (see chapter 7). These are input data 
for nonlinear calculations. Compared to the analytical calculations, this approach shows an increasing 
margin of safety with regard to buckling. All these design aspects (model precision, load path) will of 
course be consolidated by specific tests (elementary tests or large structure tests) (see chapter 12). 

18.1.3 Sub-structuring of large structures 
For a large structure as a launcher, the detailed finite element model can be too large to be easy to use, 
to such an extent that the application of the sub‐structuring technique is necessary. For instance, it is 
not  possible  to  perform  a  calculation  at  the  level  of  the  launcher.  In  addition,  various  contractors 
design  specific  sections  of  the  launcher  and  provide  finite  element  substructures  for  the  complete 
mathematical model (this model being dedicated to dynamic analysis).  

For these reasons, a large structure like a launcher is sectioned into sub‐structures and all the analyses 
are carried out at the level of these sub‐structures. Figure 18‐1 visualizes how the launcher ARIANE 5 
has been  sub‐structured and how  the  loadings are applied  for a  structure  like  the  front  skirt at  the 
interface between the main cryogenic tank and the upper stage. 

Modern fast FEA codes allow taking into account realistic boundary conditions by including the finite 
element models of the adjacent structures. Of course it increases the size of the computational model. 
In  fact,  the way  to  include  the  adjacent  structure  is  always  a  compromise  between  the  size  of  the 
adjacent finite element models and the will to simulate some realistic boundary conditions in stiffness.  

As a result of this stacking of structures, the first buckling mode can appear on an adjacent structure 
and not on the studied one. In this case the designer can locally modify the structural stiffness of the 
adjacent parts in order to make the buckling mode appear first in the studied structure. In any case, 
the  load  path  should  not  be  changed  by  these  modifications.  This  kind  of  process  is  based  on 
engineering experience. 

To  improve  the precision of  the  results  in  the  critical  areas where buckling  is  supposed  to  appear, 
some detailed models can be directly introduced into the global model.  
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Figure 18‐1: Sub‐structuring of a large structure 

18.2 Analysis and testing 

18.2.1 Introduction 
The  assessment  of  the  results,  the  methodology  for  the  correlation  and  the  validation  of  the 
mathematical model and the pitfalls to be avoided have been already mentioned in chapter 11 but will 
be re‐visited through the different examples presented in chapter 19.  

The following paragraph focuses on the main points related to the logic of analysis and test. 

18.2.2 Loading processing 
Before  going more  in details,  it  is  necessary  to differentiate  the various  types  of mechanical  loads 
acting on a structure (see also considerations developed in section 8.2). 

The  loading  to  which  each  structure  or  each  substructure  is  submitted  can  be  classified  in  two 
categories: 

a. the  destabilising  loads,  which  create  a  stress  field  decreasing  the  apparent  stiffness  of  the 
structure  leading  to  its  buckling.  For  instance,  for  a  launcher  tank,  destabilising  loads  are 
external pressure or compression loads. 

b. the stabilising loads, which in the case of the buckling create a field of constraints increasing the 
apparent  stiffness of  the  structure.  In  the  case of  a  cylindrical  shell,  they  can be  the  internal 
pressure or the tension loads. 
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A  loading combination which does not take  into account the distinction between these two  types of 
loads leads to the application of the same safety factor to both loads (destabilising and stabilising) and 
therefore leads to increasing these loads simultaneously until the structure breaks down. This way to 
consider the loads is correct if it is assumed that the stabilising loads are statistically dependent on the 
destabilising  loads, which  is a priori not always  the case.  In  this  last case,  the method  is optimistic 
with regard to the critical buckling load and overestimates it.  

If  the  two  types of  loads are  statistically  independent,  the  approach  to be  followed  is  to apply  the 
safety  factor  to  the  destabilising  loads  and  to  increase  them  until  collapse.  Stabilising  loads  are 
maintained at their specified level (limit loads). 

Moreover, the specified loads are in general maximum loadings and more precisely the limit loads, i.e. 
having a probability of 99%  to not being exceeded.  In  this assumption,  it  is clear  that  to consider a 
maximum value  for  the stabilising  loads also  leads  to over estimate  the critical buckling  load, since 
these loads tend to relieve the structure. Thus, it is necessary to have minimum values for stabilising 
loads. If they are not determined, the stability analysis will be carried out without considering them, 
therefore in a conservative way. 

18.2.3 Flow chart for analysis and testing (logic) 

18.2.3.1 Overview 

The dimensioning process  starts with  the  selection of  the dimensioning  load cases  (DLC). This  is a 
selection  amongst  all  loadings  acting  on  a  structure  in  order  to  retain  only  the  most  severe 
combinations of  loading which  ‘drive’  the design:  static and quasi‐static mechanical  loads,  thermal 
loads.  Cyclic  loads  for  fatigue  are  not  addressed  here.  These  loads  are  time  dependent  and  the 
selection of the dimensioning cases should take into account the history of the loading. 

Two main analyses are conventionally performed, depending on the complexity of the loading. If the 
set of loading is rather simple, the selection of the dimensioning case is based on the scanning of all 
possible combination of  the elementary  loads and  the extraction of  the combinations  leading  to  the 
lowest margins  in  the  structure.  If  the  loading  is more  complex,  the  selection of  the dimensioning 
cases is related to a batch of simplified fluxes. These fluxes are generally the maximum axial fluxes at 
the main interfaces of the structure, which are called envelope cases. 

Figure 18‐2  illustrates how analysis and  testing are  logically  linked.  It repeats  in a slightly different 
way the Figure 18‐1. 

For dimensioning load cases selection, two main case studies can be discriminated and are presented 
here below:  the  case  study where  the  loading  is  rather  simple  (section 18.2.3.2) and  the  case  study 
where the loading is more complex (section 18.2.3.3). 
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Figure 18‐2: Flow chart for analysis and testing 

18.2.3.2 Simple Case Study - ‘Stable Operational Temperature and Pressure’ 

This kind of loading is the one used to dimension the main tanks of the ARIANE launcher. Here, the 
selection  of  the DLC  for  buckling means  the  selection  of  the most unfavourable  load  combination 
which is relevant for buckling. It involves considering time dependency.  

A  theoretical value  for collapse  is  identified by an analytical calculation which  takes  into account a 
knock‐down factor to cover different effects which are not considered in the analytical model, mainly 
such as: 

• geometrical defects (difference between ideal shape and real shape or geometry), 

• manufacturing defects. 

According to the margin of safety level obtained with the above analysis, two possibilities occur: 

a. the  margin  of  safety  is  very  comfortable  (conventionally  higher  than  70%):  the  analytical 
method is considered as sufficient. 

b. the  margin  of  safety  is  lower  than  the  threshold  above:  the  designer  has  to  perform 
sophisticated computations by  improved mathematical models with  the purpose of  idealising 
the  actual  structure more adequately. This  can be achieved by  careful  attention  to geometric 
imperfections,  by  improvement  of  the material  law,  by  considering  of  residual  stresses  and 
misalignments  (e.g.,  the misalignment of  the neutral  fibre, which  is generated by  the  junction 
between frame and current skin or by the weld junction). At this step, if the final buckling safety 
margin is poor a test is recommended. 
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18.2.3.3 Case Study of Complex Type - ‘Different Types of Loadings Act Together’ 

To make easier  the explanation,  two examples are proposed  to  illustrate  the procedure dedicated  to 
the selection of  the DLC relevant for buckling. During  the selection process,  it can be noted  that  for 
such complex case studies: 

a. the combination of the different types of loading should respect the time consistency,  

b. then, the number of dimensioning load cases to be considered increases rapidly, 

c. then, envelope cases are systematically built in order to reduce the analysis and the associated 
models. 

18.3 Examples to illustrate the use of the Flow Chart 

18.3.1 Overview 
This paragraph displays  two examples on  the ARIANE 5  launcher  in order to shown  the use of  the 
flow  chart with  respect  to  the  selection  process  of  dimensioning  load  cases,  the main  step  of  the 
buckling analysis and the test needs. The application cases are the Vulcain 2 nozzle and the cylindrical 
structure at the front of the main cryogenic tank. 

18.3.2 Vulcain 2 Nozzle 

18.3.2.1 Description 

The first example  is a nozzle engine under a very severe field of  loadings. Figure 18‐3 describes the 
structure and the loading of the nozzle cone. 

 

Figure 18‐3: Loadings and coordinate system of the nozzle cone 
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18.3.2.2 Loading types 

There are two main types of loadings acting on the nozzle: 

a. external loads including both thermal and mechanical loads, such as: 

1. mechanical loads (external and internal), 

2. aerodynamic stationary loads (axial, transverse, bending and ovalisation), 

3. external pressure, 

4. aerodynamic instationary loads (buffeting loads), 

5. sinus dynamic loads, 

6. gimballing loads, 

7. thermal loads (external and internal). 

b. operational or internal loads with both temperature and internal pressure. 

18.3.2.3 Load cases 

The combination of these loadings reveals two essential dimensioning load cases: 

a. radial buckling: maximum ovalisation loads are dimensioning, 

b. axial buckling: minimum longitudinal acceleration is dimensioning 

NOTE  The two major static failure mode of the nozzle are designated as “axial 
buckling”  and  radial  buckling”.  In  fact,  they  are  both  elasto‐plastic 
collapse failure modes and not elastic ( or Euler ) buckling. 

18.3.2.4 Additional variables 

In addition it is to be accounted for: 

a. geometric specifications (internal tubes, frames, stiffeners),  

b. geometrical defects (welded joints), 

c. ovalisation defects. 

18.3.2.5 Flight phases 

More detailed analysis enables to define two flight phases for which the loads regarding axial buckling 
are the highest. These phases are: 

a. buffeting phase (between 30 and 80s), 

b. EPC phase (during the main stage flight phase).The sine  loads used for the EPC phase are an 
envelope  that  includes  the EAP  separation  loads,  the EPC phase  itself  loads  and  the  engine 
shutdown loads.  

During  the start‐up and  ignition phases,  the atmospheric pressure generates a  reverse  thrust which 
does  not  lead  to  axial  buckling  but  the  associated  blast wave  generates  radial  buckling.  The  load 
history with a  simultaneous application of  loadings  is an  important point  for any kind of buckling 
analysis  for  the nozzle. Therefore, when  computing up  to  the  critical axial buckling  load, normally 
only the external loads have been incremented. Thermal loads, ovalisation loads and unloading loads 
are kept constant. The load path sequence needs to follow the real conditions during the flight: at first 
thermal loads, then thrust, and finally ovalisation. 
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18.3.2.6 Study cases 

For the radial buckling, two cases were studied: 

a. first case:  thrust decreases, drag  forces and aerodynamic stationary bending moment remains 
constant, ovalisation loads are loading  

b. second  case:  thrust  is  constant; drag  forces and aerodynamic  stationary bending moment are 
loading, ovalisation loads are loading 

NOTE  The main risk lies in the possibility not to find all the design driving DLL. 
This could be catastrophic. 

The  above  selection  is  performed  in  agreement with  the  rules  established  in  the ARIANE General 
specification for design and test of structure [A5‐SG‐1‐X‐10‐ASAI (5/12)].  

18.3.2.7 Factors of safety 

According  to  this  specification,  the  factors  of  safety  “j”  used  in  nominal  case  for  radial  and  axial 
buckling are: 

a. j =1, applied on the thermal loads and on the unloading loads like the longitudinal acceleration, 
the aero stationary forces and the drag forces, 

b. j = 1.25, applied on the loads which can lead to buckling, like the aerodynamic forces, the thrust 
and the aero stationary bending moment, 

c. j = 1.25, applied on the ovalisation. 

18.3.2.8 Discussion 

In  order  to  partially  validate  all  these  calculations  at  least  a  buckling  test  should  be  performed. 
However,  due  to  test  restrictions  for  cost  limitations,  an  ‘experimental  simulation’  of  the  nominal 
flight conditions is generally not possible. The main differences are: 

a. the test is performed at room temperature, 

b. no thrust is applied, so the thermal conditions on the inner side are not the correct ones, 

c. a truncated nozzle is used for the test. 

Therefore,  the  test  load  case  is  a  fictitious  load  case  that does  not  take  the  real  thermal  field  into 
account. As this fictitious load case is based on the maximum flux, on the bending moment at the top 
of  the  nozzle  and  on  cold  conditions,  the  desired  flight  case  conditions  are  not met.  In  order  to 
perform correctly this test it is the designer’s task to prepare an analytical test prediction with the test 
conditions. After the test a correlation of the mathematical model is expected. 

Figure 18‐4 illustrates the test configuration chosen for the nozzle buckling test. 
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Figure 18‐4: Loadings and coordinate system of the nozzle cone 

18.3.3 ARIANE 5 –Main Cylindrical Structure 

18.3.3.1 Description 

The second example is a cylindrical structure with a diameter of 5.4 meter. It is subjected to extreme 
mechanical loads and a temperature gradient between inner and outer surface.  

In  the  pre‐dimensioning  phase,  stability  studies  based  on  linear  eigenvalue  analyses  revealed  low 
margins  of  safety  (MOS).  For  increasing  the  low MOS  and  for  a  better  examination  of  the  post 
buckling behaviour a more detailed global nonlinear analysis becomes necessary.  

Therefore, the mesh was refined in specific areas in order to enable a mapping of the most important 
low  order  modes.  The  necessary  information  on  the  convergence  of  the  nonlinear  analysis  was 
delivered by a mesh convergence check within the FEM code used, which was ABAQUS. 

18.3.3.2 Analysis strategy 

The strategy used for this buckling analysis for determining the dimensioning load cases (DLC) is as 
follows: 

a. At first the factors of safety (FOS) are provided: 

1. j = 1.0, for pressure loads 

2. j = 1.0, for the temperature field 

3. j = 1.25, for aerodynamic, global and local mechanical loads. 

b. Five  kinds  of  loadings  are  applied  on  the  structure  in  a  certain  sequence  and  regarding  the 
concurrency:  
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1. maximum axial flux, 

2. pressure in the tank, 

3. temperature field, 

4. air pressure, 

5. global and local mechanical loads. 

18.3.3.3 Discussion 

At first, linear stability analysis is employed for the selection of the DLC. According to the results, the 
conclusions have been drawn that the obtained lowest eigenmodes can be dedicated to local buckling 

re. 

According to these unacceptable MOS level, nonlinear stability analyses are necessary. The goal of these 
analyses  is  to  study  the  capabilities  of  the  structure  to  transfer  the  applied  loads with  the  local 
eigenmodes induced by the thermal and mechanical fields present in the structure. In other words, the 
result has to be an assessment of the post buckling behaviour of the structure. The dimensioning load 
cases used for this calculation are those selected in the linear analysis. The strategy of loading consists 
in  applying  consecutively  the  different  components  of  loadings  mentioned  above.  In  nonlinear 
analysis, following the loading sequence is primordial. 

Two types of imperfections have been taken into account: geometrical defects and residual stresses. In 
addition, the material nonlinearity has been  implemented. From the beginning of the analysis, these 
hardware specifications nonlinearity have been considered  in the calculations. They are not detailed 
here but  it has to be noticed that this type of calculation can rapidly be very costly, especially when 
modelling defects which can drastically increase the size of the models and the computing times. This 
type of analysis requests a very careful preparation of the calculations. 

18.4 Validation of the Mathematical Model 
The final step of the qualification process is the correlation of the numerical models (see also section 
11.4.7 for general considerations). This stage of the analysis is essential, but the time to be devoted to 
this task is often underestimated. It is globally presented in the scheme here below (Figure 18‐5). 

The part of  the  logic which  is now under  consideration  is  the one  surrounded by  the blue oval  in 
Figure 18‐5. The  correlation  task  consists at  first  in  comparing  the  test predictions  to  the measured 
data and checking the mismatches, and second, if the mismatches are considered as not acceptable, to 
adapt the model according to several steps. Among others, the main ones are:  

a. refining meshes ‐ globally or locally, by using volumetric elements… 

b. being  fully  representative of  the  fine geometry  (all discontinuities  like stiffeners, connections, 
holes…) 

The correlation concerns also the failure mode when models are able to reproduce it with acceptable 
calculation times. 

Criteria  of  acceptation  of  the  good matching  between  predictions  and  test  results  are  commonly 
agreed by the design responsible and the customer. Conventionally, in the ARIANE community, it is 
asked 15% of mismatch on displacements and 20% on stresses. 

In  the  case  where  the  test  is  not  considered  as  sufficiently  representative  of  the  set  of  loadings 
inducing  buckling  –  because  of  the  complexity,  especially  where  it  demands  implementation  of 
thermomechanical fields – the correlation is limited to a simplified set of loads compared to the ones 
really acting in flight. The simplification can also lead to a distorted failure mode in test compared to 

modes. Some negative safety margins appear on the structu
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the one expected in flight. Thus, since the correlation is partial, it is asked to make the correlation tasks 
by  different  entities, with  their  own  tools  and methodologies.  This  cross‐checking  is  assumed  to 
compensate the lack of completion of the verification test. 

Once the correlation is considered as acceptable (correlation by comparison with the test or by cross‐
checking),  the numerical model  is considered as validated and useful  for  the production  life of  the 
structure. 

The  return  experience  on  the  launcher  structures  shows  that,  whatever  the  care  brought  to  the 
representativeness  of  the  test,  the  full  reality  of  loads  and  boundary  conditions  cannot  be 
implemented because of the complexity to perform tests on such large structures and the consequent 
cost  is often not affordable for a development. Thus, even with an available test, the question of the 
confidence in the margins of safety with respect to buckling is always present.  

The different examples given in the following section 18.5 will focus on that topic. 

 

Figure 18‐5: Logic of model correlation 
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18.5 Overview of Buckling Analysis Performed on the 
ARIANE Launchers 

As  an  introduction  to  the  following  paragraph,  the  Table  18‐1  has  the  objective  to  present  in  a 
synthetic way the different methodologies used for dimensioning to buckling the main structures on 
the ARIANE 5 launcher. The Figure 18‐6 recalls the architecture of the launcher ARIANE 5 in order to 
localise the structures mentioned in the table. 

 

  

  

 

 

Figure 18‐6: ARIANE 5 ECA launcher configuration 
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Table 18‐1: Overview of buckling analysis on ARIANE 5 structures 
Structure  Failure Mode  Analysis  Knockdown  Model  Buckling 

Margin Factor 

Linear  0,365  3D (Nastran)  2 % Upper Skirt  Axisym. axial 
buckling  Nonlinear with defects  NO  3D (Nastran)  25 % 

Linear  0,484  3D (Nastran)  20 % Elongated 
Lower Skirt 

Axisym. axial 
buckling  Nonlinear with defects  NO  3D (Nastran)  22 % 

RLH2 ESC‐A 
cylinder 

Axisym. axial 
buckling 

NASA SP 8007 (CSP 
method) 

YES in 
formulae 

NO  4,92 % 

Upper Y‐ring 
ESC‐A 

Circumferential 
buckling 

Linear with variations of 
the circumferential wave 

NO  Axisymetric 
(STAGS‐C) 

390 % 

Lower Y‐ring 
ESC‐A 

Circumferential 
buckling 

Linear with variations of 
the circumferential wave 

NO  Axisymetric 
(STAGS‐C) 

high 

ISS  Axisym. axial 
buckling 

Linear  0,65  3D (Nastran)  29 % 

Inner Dome  Snap through 
buckling 

Nonlinear with defects  NO  3D (Nastran)  28 % 

RLH2 EPC 
cylinder 

Axisym. axial 
buckling 

NASA SP 8007 (CSP 
method) 

YES in 
formulae 

NO  16 % 

Linear  0,71  3D (Nastran)  2 % JAVE  Axisym. axial 
buckling  Nonlinear   NO  90° (Abaqus)  38 % 

RLOX EPC 
cylinder 

Axisym. axial 
buckling 

NASA SP 8007 (CSP 
method) 

YES in 
formulae 

NO  12 % 

ITS Ring ECS‐
A 

Axisym. axial 
buckling 

Linear  NO  3D (Nastran)  38 % (fail 
safe) 

ITS Strut ESC‐
A 

Axisym. axial 
buckling 

Analytical (Euler Johnson)  NO  NO  high 

Equipment 
Bay 

Axisym. axial 
buckling 

Linear  0,65  3D (Nastran)  19 % 

Fairing  Axisym. axial 
buckling 

Linear  0,65  3D 180° 
(Nastran) 

69 % 

Lower Y‐ring 
EPC 

Axisym. axial 
buckling 

Nonlinear with defects  NO  3D (Nastran)  56 % 

  Axisym. axial 
buckling 

Linear  NO  3D (Nastran)  68 % 

Upper Y‐ring 
EPC 

Axisym. axial 
buckling 

Linear with variations of 
the circumferential wave 

NO  Quasi 
axisymetric 1° 
(Nastran) 

202 % 

ACU  Axisym. axial 
buckling 

Linear  0,33  3D (Nastran)  34 % 

SYLDA 5  Axisym. axial 
buckling 

Linear with variations of 
the circumferential wave 

NO  Axisymetric 
(Bosor 4) 

70 % 

 

354 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

18.6 Abbreviated Terms 
The following abbreviated terms are defined and used within this Chapter: 

Abbreviation  Meaning 
ACU  Adaptateur Chaurge Utilse – Payload Adapter 

DLC  Dimensioning Load Cases 

EPC  Etage Principal Cryogénique – Main Cryogenic Tank 

ESC‐A  Etage Supérieur Cryogén pe
 version 

  InterStage Structure 

ITS   Strut

JAVE   AVant Eq e – Front Skirt

rvoir Hydrogène Liquide –   Hydrogen Tank

RLOx  Résevoir Oxygène Liquide – Liquid Oxygen Tank 

SYLDA  stème de L ent Double  E – Dual Lau
Structure 

ique version A – Up r Cryogenic 
Stage A 

ISS

InterTank  

Jupe

Rése

uipé  

LiquidRLH2   

SY ancem ARIAN nch 
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19 
LH2-Tank ARIANE 5 

19.1 Overview 
This chapter presents the verification of the LH2‐TANK of ARIANE 5 with reference to the collapse 
dimensioning case. 

For each substructure the boundary conditions, the dimensioning load case, the method applied to the 
collapse, (imperfections) are presented.  

This methodology  is  in  agreement with  the  dimensioning  rules  applied  on  ARIANE  community 
especially the application of the dimensioning specification A5‐SG‐1‐X‐10‐ASAI [1]. 

We try in this paragraph to explain the different methods used on this stage for the buckling analysis. 
According to the sub structure we can find analytical method such as the application of the NASA SP‐
8007 [2], linear calculation and nonlinear calculation taking into account the imperfections. 

The buckling  is studied  for each substructure. But  the  reader will see along  this paragraph  that  the 
buckling is not rupture mode of one substructure but rather a rupture mode of the whole of the stage. 

19.2 Presentation of the structure 
The  aim of  this  chapter  is  to present  all  the  calculations dealing with  the buckling  analysis on  the 
hydrogen tank of the ESCA ARIANE 5 stage. 

This stage  is under ASTRIUM‐ST responsibility. The structure has been developed and qualified by 
CRYOSPACE and MTA (ex‐Man Technologies). 

The structure  localization and a schematic view of  its constitution are presented here below  (Figure 
19‐1). 
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Figure 19‐1: LH2 tank location in ARIANE 5 ECA and constitutive elements 

  the  engine  and  transfers  thrust  from main  stage  EPC  and  ESC  to  the  upper 

.3 i  ru
l kinds of imperfections (materials, wall 

thickness, shape, boundary conditions). 

this can be taken into account by performing a linear buckling analysis 

mentioned in section 4.3 and presented in the summary table 18‐1. 

The result of a geometrical and material nonlinear collapse analysis of a structure represents the load 
g capacity of the structure modelled with ESC related stability analyses. This means, that  if a 

geometrical perfect structure is modelled, the collapse analysis leads to the load carrying capacity of 
the perfect structure. The FEM model has to represent the real structure in the best possible way. 

If geometric  imperfections (shape, wall  thickness) are  included  in the model,  the adjacent structures 
are reflecting the real flexibilities and material deviations are taken into account, the analysis validates 

 properties can be taken into account by applying strain stress curves with 
the minimum values for yield and rupture (see Figure 19‐2). For  ar analysis path of stress strain 
curve,  the  mean  Youngʹs  modulus  is  applied  to  map  the  correct  elastic  behaviour.  During  the 
development phas tions  are not known. Artificial  shape deviations  can be  taken  into 
account  such  as  e mming  from  a  linear  buckling  analysis  either  isolated  or  linearly 
combined. 

The ESC LH2 tank is being developed for ARIANE 5 cryogenic Upper Stage ESC‐A. The tank supplies 
liquid  hydrogen  to
composite. 

19  Siz ng les 
The buckling or collapse phenomena are highly sensitive to al

In a pre dimensioning phase 
using  the  nominal  structure  and  applying  a  certain  knock‐down  factor  (KDF)  based  on  statistical 
evaluation of experiments, as 

carryin

the structural resistance without the application of a KDF. 

Deviations in the materials
line

e,  shape devia
igenmodes  ste
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Figure 19‐2: Typical stress‐strain curves 

For  the  linear  buckling  analysis,  the nominal  thickness has  been used  to  ensure  the  correct  elastic 
behaviour of the structure. 

For the nonlinear collapse analysis,
as imperfections into account. 

 the minimal thickness has been used to take thickness variations 

odel used for the analysis 

b. Boundary conditions 

 Skirt (ELS), 

19.4 Upper skirt 

19.4.1 Model used for the analysis 
The upper  s
nominal thic
of the upper 705 mm, a collapse analysis regarding this 
part  would  not  make  any  sense  –  the  buckling  behaviour  of  a  very  short  cylindrical  shell  is 
comparable to the plate buckling phenomenon. Thus, the FEM model for nonlinear collapse analysis 
of the upper skirt consists of the upper skirt, the upper Y ring, the cylinder and one adjacent structure 
representing the vehicle equipments bay (which is the structure located just above the LH2 tank). Due 

The  buckling  analysis  for  each  component  of  the  LH2  tank  is  described  below  following  these 
different points: 

a. M

c. Failure mode 

d. Analysis method 

e. Load cases 

In general, for the buckling sizing of the upper skirt, the cylinder and the Elongated Lower
the general loads have been increased by 15% (which is a project margin). 

kirt of  the LH2  tank  is designed as an orthotropic  stiffened  shell with  a  skin of  3 mm 
kness and 210 longitudinal stringers of 3 mm nominal thickness. Due to the short length 
 skirt of 179 mm compared to the radius of 2
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to  the
modelled. T
by the intern  used. All structural parts are 
represented 

19.4.2 B ditions 

  the  cylinder,  an  axial  boundary  condition  (i.e. 

  symmetric  behaviour  of  the  cylinder  between  the  two  Y‐rings,  only  half  of  its  length  is 
he upper dome is also taken into account in order to apply a pre‐deformation state caused 
al tank pressure. For symmetric reason, only a 180° model is
by shell elements. 

oundary con
The  upper  boundary  conditions  of  the  upper  skirt  is  represented  by  the  adjacent  structure 
representing the vehicle equipments bay, where the radial and circumferential rotations, related to a 
cylindrical  coordinate  system  are  fixed  at  the  upper  boundary.  The  load  path  eccentricity  is  also 
introduced into the analytical model. 

To  avoid  buckling mode  or  collapse  in  the  area  of
blocked displacement and rotation 1 and 4) is applied at the lower interface of the upper Y ring (see 
Figure 19‐3).  

 

Localization of 
boundary cond

the 
itions 

Figure 19‐3: FEM configuration and boundary conditions. 

19.4.3 Expected failure mode 
Due to the axial flux loads, the Upper skirt is a buckling sensitive structure. 

19.4.4 Analysis method 
For the preliminary design, a  linear buckling analysis (eigenmodes calculation) has been performed. 
The effect of initial imperfection (geometry and material) as well as artificial boundary conditions has 
been covered by a KDF. 

The KDF is defined in accordance to the NASA SP‐8007 [2] using the method of SEIDE: 
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19‐1 

The details of the KDF calculation are shown in Table 19‐1. 

Table 19‐1: Calculation of the KDF (Knockdown Factor) 

 

For the upper skirt, the formula leads to: 

_ 0.365Seide ortρ =   19‐2 

The  final design has been  justified by a nonlinear collapse analysis  taking scaled eigenmodes  from a 

 during  the EPC  flight. The main contributor  is  the 
general loads. More precisely, the loads contributing to the dimensioning load case are the following: 

a. General  loads  ‐  the  compression  loads  represent  the buckling  load  case. This  load  case  takes 
into account an axial and bending flux on the main section and also a compressive flux coming 
from the EAP. The value of this flux is more or less 300 N/mm 

lied to the Upper Skirt analysis model (see Figure 

c. Internal pressure of the LH2‐tank induces deformations into the structure and thus it is applied 
to  the wetted  areas.  It  is  then  checked, whether  the maximum  or  the minimum pressure  in 
combination  with  the  thermal  pre‐deformation  leads  to  higher  stresses  respectively  lower 
buckling or collapse loads caused by the general loads. 

d. Local  loads  due  to  the  cut  outs  and  different  supports  have  been  applied  in  that  direction 
producing the highest stresses in combination with the previous loads 

linear buckling analysis as initial imperfections into account. 

19.4.5 Dimensioning load cases 
The dimensioning case of  the Upper skirt occurs

b. Thermal conditions: a thermal gradient is app
19‐4); 
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Figure 19‐4: Thermal conditions applied on the model. 

19.4.6 Results 
ins of safety are calculated aThe marg s follow: 

lim

lim ult

KDF
J

EigenvalueMOS φ
φ

⋅ ⋅
⋅

=   1−   19‐3 

The margins of safety are positive with a linear analysis. 

All the safety margins calculated with a nonlinear analysis have been found to be higher than those 
calculated by the linear method. 

19

19.5.1 Model used for the analysis 
The model used is based on a quasi‐axisymmetric model of the LH2‐tank (0.1 degree segment of the 
w h  sym the  ed
repr  stress state of thes uctural parts in the more realistic way. 

19.5.2 Boundary conditions 
ded into two dummy structures above the Upper Skirt 

  Y‐ring.  The  upper  dummy  structure  is  fixed  in  axial  translation  and 
 The lower dummy is fixed in circumferential rotation. 

For  the  Upper  Y‐ring,  the  boundary  conditions  are  clamped  at  the  top  of  the  Upper  Skirt  and 
symmetry conditions at the top of the Upper Dome and the bottom of the cylinder. 

The Y‐rings are designed based on strength and fracture mechanic. Nevertheless the cylindrical parts 
of  the Y‐rings can contribute  to  the buckling of  the adjacent structures (namely  the Upper Skirt and 
the ELS) which are sensitive to buckling. Thus, Y‐rings will be checked with respect to buckling, and 
the analysis is performed considering also the adjacent structures.  

.5 Y-rings 

hole  tank wit metry  conditions  of  ges).  The Y‐ring  is modelled  by  solid  elements  to 
esent the e str

The cylindrical part of the LH2‐Tank is embed
and  below  the  lower
circumferential rotation.

For the Lower Y‐ring, the boundary conditions are clamped at the bottom of the ELS and symmetry 
conditions at the top of the cylinder. 

19.5.3 Expected failure modes 
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19.5.4 Analysis method for the buckling 
The two Y‐rings of the LH2‐Tank are analysed to understand their buckling behaviour under internal 
pressure using the computer code ASTRA. 

 Dome and the Upper Skirt. 
2‐Tank, the Lower Dome, and 

ned  in  the  previous  paragraph  on  expected  failure modes,  the Y‐rings  are 
sensitive to the buckling phenomena. According this point, the major contributor of the loading is the 
internal  pressure.  For  this  case  the  value  of  the  internal  pressure  is  3.45  bars.  Since  the  internal 

19.5.6 Results 
The  critical  pressure  for  the Upper  Y‐ring  amounts  to  Pcrit  =  12.84  bars.  The  initial  and  deformed 
configuration is presented below (Figure 19‐5). 

The Upper Y‐ring is modelled including part of the LH2‐Tank, the Upper
The Lower Y‐ring is modelled including the cylindrical part of the LH
the U‐Ring in a simplified shape, the lower Skirt and the ELS.  

19.5.5 Dimensioning load cases 
As  it  is  already mentio

pressure leading to this buckling phenomenon is assumed to smooth out the imperfections, no KDF is 
included.  

 
Figure 19‐5: Initial and deformed buckled shape for the upper Y‐ring with the 

schematic boundary conditions. 

The  critical  pressure  for  the  Lower  Y‐ring  amounts  to  Pcrit  =  135.3  bars.  The  initial  and  deformed 
configurations are presented below (Figure 19‐6). 
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Figure 19‐6: Initial and deformed buckled shape for the lower Y‐ring with the 
schematic boundary conditions. 

The safety margins (see Equation 19‐3) with reference to the buckling load case are very comfortable, 
superior to 100% both for the upper and lower Y‐ring  

It is clear that the buckling is not a dimensioning load case for these parts of the LH2 tank. 

19.6 Cylinder 

19.6.1 Overview 
For the cylinder part, two types of analysis were done: 

a. A pre‐dimensioning using the NASA SP‐8007 method [2], 

b. This pre‐dimensioning is confirmed by an axisymmetric FEM‐analysis. 

In the following, the two methods are presented. 

19.6.2 Buckling analysis of the pressurized cylinder using the NASA SP-8007  
For the buckling analysis, the cylindrical part of the LH2‐Tank is treated as a wetted area by the liquid 
hydrogen (temperature 20 K) under internal pressure (minimal value of 2.255 bars) and compressive 
load (through axial flux and bending moment). 

For the evaluation of the buckling load and the MOS against buckling the method described in NASA 
SP‐8007  [2]  is used. Within  this  analysis  loop  the  factor of  1.3, which was  applied  formerly on  the 
bending load, is withdrawn due to the examinations performed by the industrial partners resulting in 
minimum required margins in case of interacting axial and bending loads.  

In addition, to take into account the imperfections, the KDF according to Almroth [3] applied formally 
to the axial flux portion is replaced by the less conservative KDF according to Seide as recommended 
in NASA SP‐8007 [2].  

1 1
f

MOS
K

= −  
_ _

axi bend
f

crit axi bend crit

K Φ Φ
= +

Φ Φ
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t
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−
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Bending load:     
1

161 0.731(1 )
R
t

bend eγ
−

= − −   19‐8 

The imperfection sensitivity is reduced by the internal pressure through: 

75.0)²(3

)1(24.0 t
R

E
p

e
−

−=∆γ  
19‐9 

For ation, l flux around 500 N/m  safety margins are positive  
for

The f l safety ma e presented in

Table 19  

N mΦ = crit benΦ =

 inform
 the buckling

 with an axia
 mode. 

m, the  on the cylinder

ina rgins ar  Table 19‐2: 

‐2: Final safety margins

m 838 /N mm_ axi 598 /crit 17.5%MOS =  d    _

5% 15% bend
req

axi bend

MOS Φ
= + ⋅

Φ + Φ
 Required MOS   12.5%MOS =  

Final fin reqMOS MOS MOS= −   MOS   4.9%MOS =  

19.6.3 Axisymmetric FEM analysis 

19.6.3.1 Overview 

The project requires that this pre dimensioning will be confirmed by a FE model analysis. The NASA 
SP‐8007  is  based  on  tests  and  consequently  on  a KDF  approach  taking mismatches,  deviations  in 
geometry, boundary  conditions or material properties  into account. A  confirmation by FEM would 
require a 360° model to take the effect of a circumferential wave number of the eigen‐mode as well as 
the application of the bending flux into account.  

19.6.3.2 Model used for this analysis 

A 1.7° model  is used with a  solid mesh  for  the Y‐rings  to give  the  first hint on  the  linear buckling 
analysis of the tank cylinder applying the FEM method. The welds mismatches are taken into account 
by a KDF of Seide as applied within the NASA SP‐8007 [2]. 

19.6.3.3 Boundary conditions 

The boundary conditions are represented by the Y‐rings and the adjacent skirts. 
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19.6.3.4 Dimensioning load cases 

Three different load cases are considered for this analysis, one ground load case, one flight load case 
(with  a  temperature  gradient  applied  on  the  skirt)  and  one  artificial  load  case  (with  a  uniform 
temperature applied on the whole structure). 

19.6.3.5 Results 

Using Eq. 10‐1 from Chapter 10, the calculated margin of safety is defined as follows: 

limit

0.605

2

FEM axi

p ult

MOS pRJ J

γλ γ ∆⎛ ⎞Φ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⋅ ⋅Φ −
1−   19‐10 

Where  

Δγ  and γaxi  defined in the NASA SP‐8007 [2] 

Jp     as project margin of 15% 

Jult     as ultimate safety factor of 1.25. 

The minimum MOS is obtained for the ground case and the value is superior to 40%. 

The  FEM  calculation  gives  a  safety margin  higher  than  the  safety margin  found  by  the  analytical 
method. 

19.7 Elongated lower skirt (ELS) 

19.7.1 Overview 
 on  the ELS  (Figure 

is applying a KDF approach 

As performed on  the  cylinder  activities,  two  types of  analysis were performed
19‐7): 

a. A linear analys

b. A nonlinear collapse analysis with imperfection sensitivity study 

This paragraph presents the two methods used on the cylinder. 

 

H18 location

Figure 19‐7: Elongated Lower Skirt 
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19.7.2 Linear analysis applying a KDF approach 

19.7.2.1 Overview 

The FEM model used for the is a global model taking 
into account ELS, dummy of ISS, the Lower Y‐ring, the Lower dome and the Cylinder (Figur

 linear buckling analysis (Eigen‐value analysis) 
e 19‐8). 

 

Figure 19‐8: FEM used for ELS buckling analysis 

The applied loads are the following: 

b. Two cases : for temperature 

 on the ELS, 

, 

c. General loads: maximum compressive loads. 

Two KDF are used according to Seide [4] and Koiter [5] : 

19.7.2.2 SEIDE 

a. Internal pressure, 

1.  the pre‐deformed calculation, a gradient is applied for

2. for the calculation without pre deformation, the highest occurring temperature is applied

1
29.8

4

1 0.901 1seideKDF e

R
Dx

⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ Dy

ExEy

⎛− ⋅⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Where 

Dx, Dy  bending stiffness in launcher axis and circumferential direction, 

Ex, Ey  extensional stiffness in launcher axis and circumferential direction. 

19.7.2.3 KOITER 

  19‐11 

( )
( )0 2 . 1 ²

27 1 ²
koiter koiter

wKDF KDF
t ν

⋅ = −
−

   19‐12 

With w0:  flux  eccentricity  caused  by  the  pre deformation due  to  the  temperature  and  the  internal 
pressure. 

The margin of safety is defined as mentioned in Equation 19‐3:  lim

lim

Eigenvalue

ult

KDFMOS
J
φ

φ
⋅ ⋅

=
⋅

1−  
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The calculated margin of safety is contained between 20% for the pre‐deformed analysis with a KDF 
SEIDE approach and 0% for the non pre‐deformed analysis with the KDF KOITER approach.  

In order to achi d. 

19.7.3 Nonlinear collapse analys tion sensitivity stu

19.7.3.1 Overview

The   of  the sis  is  to determi xes  in nonlinear analy sidering 
the in e of: 

a. ressure and ature loads, 

b.  nonlinear, temperature‐dependent

c. eometric no ity. 

Colla   is  not  an ted  problem  for the  whole  LH2‐Tank  ure,  this 
phenomenon appea stem  level.  It  i  the collapse analysi e whole 
LH2 k system t der the boundar ic as possible. Accordin e fact of 

 large radial deformation caused by the load case temperature and tank pressure, there exists 
o bifurcation problem for the further flux path in an ordinary sense. These pressure and temperature 

induced deformations of the shell are principally of bending character. For a cylinder with cut‐outs, 
preliminary  analysis  showed  that  the  linear  buckling  analysis  underestimates  the  critical  loads.  In 
such calculations, it is not possible to distinguish local or global buckling mode. 

The geometrical tolerances on the diameter and the thickness of the wall are taken into account. The 

19.7.3.2 Modes calculations: determination of the different local and global modes 

For the ELS, the walled cylinders are highly imperfection sensitive due to the cylindrical compression 
load cases. Thus, a complete imperfection study has been performed for the ELS. 

As  a  standard method  for nonlinear  collapse  analysis  eigenmodes or  linear  combinations of  them  is 

This MSC/NASTRAN  
e presented in Table 19‐3. 

All the modes except mode 18 can be considered as local. 

Figur tes some o

The  FE‐mesh has the 
eigenmodes that are mainly local, in the neighbourhood of the cut‐outs.  

eve a realistic analysis of the ELS, a nonlinear collapse analysis was performe

is with imperfec dy 

 

purpose  analy ne critical collapse  flu sis con
fluenc

p  temper

a  material law, 

g nlinear

pse   isola   a  substructure  of  struct
rs at sy s necessary  to carry out s on  th

‐Tan o consi y conditions as realist g to th
relatively
n

deformation caused by the load cases, temperature and pressure are absolute values. 

applied on the un‐deformed structure. This pre‐deformed structure is used as initial configuration for 
the nonlinear analysis.   analysis was performed with   70.7. The eigenvalues and 
eigenmodes ar

e 19‐9 illustra f the corresponding eigenmodes 

adaptation of   been performed  in order  to ensure  the correct  representation of 
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Table 19‐3: Eigenvalues obtained on the ELS 
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mode 1       mode 3 

   

mode 4       mode 7 

Figure 19‐9: Eigenmodes obtained on the ELS (part 1). 
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  mode 8       mo

Figure 19‐9: Eigenmodes obtained on the ELS (part 2). 

19.7.3.3 Combinations of the modes for considering realistic imperfections 

The main  problem  is  to  find  the most  l  imperfection, which   the 
lowe llapse load. 

Three different imperfections have been considered: 

a. Imperfection n°1  is a  linear combination of  the modes 1, 3, 4, 8. This combination covers  the 
whole circumference and is symmetrical to the H18/2 interface, and thus it is a global mode. 

b. Imperfection  n°2  is mode  18.  This  combination  covers  the whole  circumference  and  can  be 
considered as a global mode. 

 1, 4, 7, 8, 9, 10. This combination covers the 
whole circumference and is antisymmetrical to the H18/2 interface. 

The H18/2 interface has been used as a criterion because it seems that the initial failure is in the region 
of H18/2 and H19/2. 

19.7.3.4 Amplitude imperfection examination 

The calculations of the minimum load factor takes into account a sensitivity analysis on the amplitude 
of  these  imperfections.  It  is  necessary  to  normalize  the  amplitude.  For  instance,  for  ELS,  the  ratio 
between the amplitude of the imperfection and the total height of the skin and the stringer is equal to 
1. In this case the maximal amplitude of the imperfection is equal to 35 mm. 

de 9 

unfavourable  geometrica   provides
st co

c. Imperfection n°3 is a linear combination of modes
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19.7.3.5 FEM Model, material and boundary conditions 

The model used for these calculations contains around 69000 elements and 60000 nodes. Quadrilateral 
four nodes shell elements are used. The meshing is fine for the ELS and relatively coarse for the other 
structures. The boundary  conditions  concept  is  to  exclude  failure modes  in  the adjacent  structures. 
The structure is restrained at the bottom in the radial direction. The axial direction is restrained much 
closer to the ELS (Figure 19‐10). 

The material  behaviour  is  elastic‐plastic with  isotropic  hardening.  The  properties  are  temperature 
dependent.  The  stress‐strain  curves  are  given  for  the  temperature  20K  and  293K.  For  all  other 
temperatures the material properties are linearly interpolated. 

 

 

Figure 19‐10: Boundary conditions  

19.7.3.6 Loads 

The sequence of loads application is the follo

a. Temperature, 

Two load cases are defined and recalled here after: 

wing: 

b. Pressure load, 

c. The most critical loads. 

The loads applied are temperature load, a pressure of 3,3 bars and 2,6 bars and the general loads. 
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Table 19‐4: Summary of the load cases considered 
Load Case 1 (LC1) 

  Temp 293 K  Temp 20 K  Other Temp  Pressure  Flux 

Load step 1  ISS, VEB 
dummy, 

Upper Dome, 

Lower Dome, 

B

Lower Y

Cylinder 

ELS, Lower Y‐
ring 

3,3 bar 

Upper Dome, 

Inner Bulkhead, 

Cylinder 

None 

Upper Skirt 
Inner  Lower Dome, 

ulkhead, 

‐ring, 

Load step 2  ing 
structure, 

Upper skirt 

Upper 

Lowe

Inner 
Bulkhead, 

Lower Y

Cylin

r Y‐ 3,3 bar 

Upper Dome, 

Lower Dome, 

Inner Bulkhead,

Cylinder 

YES Dome,  ELS, LoweRemain

r Dome,  ring 

 

‐ring, 

der 

 

Load Case 2 (LC2) 

  Temp 293 K  Temp 20 K  Other Temp  Pressure  Flux 

Load step 1  ISS, VEB 
dummy, 

Upper Skirt 

Upper Dome, 

Lower Dome, 

Lower Y‐ring, 

Cylinder 

ELS, Lower Y‐
ring 

2,6 bar 

Upper Dome, 

Inner Bulkhead, 

Cylinder 

None 

Inner 
Bulkhead, 

Lower Dome, 

Load step 2  Remaining 
structure, 

Upper skirt 

Upper Dome, 

Lower Dome, 

Inner 
Bulkhead, 

Lower Y‐ring, 

Cylinder 

ELS, Lower Y‐
ring 

2,6 bar 

Upper Dome, 

Lower Dome, 

Inner Bulkhead, 

Cylinder 

YES 

 

19.7.3.7 Analysis procedure 

In this nonlinear procedure the  loads are applied  in  increments and the displacements and the state 
variables  for every
increme s  the  geom
becomes non positive definite. 

 are computed
nt  as well  a

 load step. The stiffness of the structure is corrected after every load 
etry  of  the  structure.  The  structure  fails when  the  stiffness matrix 
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The individual loads are applied to the structure incrementally. First the temperature in several steps, 
then  the pressure and  the  flux  load  is applied  in several sub‐cases. The direction of  the  flux  load  is 
updated with the deformation.  

19.7.3.8 Nonlinear buckling calculation and results 

The results of this these nonlinear collapse analyses are the following. 

Although  the  boundary  conditions  are  set  in  manner  that  the  collapse  of  adjacent  structures  is 
precluded as much as possible,  the collapse does not occur  in ELS  itself but  the buckling mode  is a 
g c fections  have  been  dominated  by  the  axisymmetrical  pre‐
deform  tempe and t

The fir  a colla e   geom . The 
load fa is around  F

lobal  one.  The  geometri al  imper
ation due to the rature  ank pressure. 

st calculation is
ctor associated 

pse du
 3 (see

to the load case 1 (LC1) without
igure 19‐11). 

etrical imperfection

 

Figure 19‐11: Collapse due to LC1 without geometrical imperfection 

The  other  calculations  are  to  combine  the  load  case  1  (LC1)  and  the  imperfection  defined  in  the 
paragraph 19.7.3.3. 

The  lowest  load factor is found by a combination of the  load case 1 (LC1) and the  imperfection n° 3 
(defined in paragraph 19.7.3.3) with amplitude of 35 mm. The load factor obtained is lower than 2. The 
resulting collapse mode is shown in Figure 19‐12. 
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Figure 19‐12: Coll due to LC1 with the imperfection n° 3 with amplitude of 35 mm 

19.8 Test Campaign 

19.8.1 Qualification test plan 
Following  all  the  analysis  activities,  a  complete  qualification  test  plan  was  established.  In  this 
qualification  test plan,  in  addition  to  the  traditional  checks  of  flexibilities  and  constraints,  coupled 
tests were defined to check the buckling of the different parts constituting the tank. 

These coupled tests are the following: 

a. Upper skirt and Upper Y‐ring buckling qualification, 

b. ELS and Lower Y‐ring buckling qualification, 

c. Cylinder buckling verification test. 

These  tests  are performed on  a  complete  tank with  adjacent  structures which  simulate  the Vehicle 
Equipment Bay (VEB) at the upper interface and Inter Tank Struts (ITS) at the lower interface (Figure 
19‐13). 

apse 
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Figure 19‐13: Test set‐up for the ARIANE 5 ECA LH2 tank 

19.8.2 Test results 

19.8.2.1 Upper skirt and Upper Y-ring buckling qualification test 

For this test, the load introduction configuration is presented in the following sketch (Figure 19‐14). 

The loading sequence is as in Figure 19‐15. 

 

essure in tank and longitudinal 
 upper interface 

Loading by pr
fluxes at the

Figure 19‐14: Load introduction configuration for the upper skirt and the upper Y‐ring 
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Figure 19‐15: Loading sequence for the upper skirt and the upper Y‐ring 

During  the  test,  the Upper  skirt  and  the Upper Y‐ring  substructure  have  seen  load  levels  slightly 
higher than the ones specified. No buckling was identified up to the qualification level (J = 1, 25). 

There  is a  relative good correlation between  the prediction and  the behaviour of  the qualified  sub‐
structure strain gages. A higher bending moment  (w.r.t.  the prediction)  is observed  in  the cylinder, 
which  is mainly due  to  the behaviour under pressure  loading. During  the correlation activities,  the 
behaviour has been explained by introducing in the model the global shape defect on the Y axis and 
the local mismatch due to the welding.  

19.8.2.2 ELS and Lower Y-ring buckling qualification test 

For this test, the load introduction configuration is presented in the following sketch (Figure 19‐16). 

 
Loading by pressure in tank, longitudinal fluxes at the  
upper interface and loads coming from the LOX tank 

Figure 19‐16: Load introduction configuration for the ELS and the lower Y‐ring 
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The loading sequence is in Figure 19‐17. 

 

Figure 19‐17: Loading sequence for the ELS and the lower Y‐ring 

During the test, all strain gauges on the ELS returned to zero. 

An ovalisation of  the ELS has been noticed  through  the analysis of  the LVDT  radial  response. This 
ovalization was due to the presence of cut‐outs along the circumference of the ELS. 

The qualification  levels have be  reached  and  even  slightly  exceeded. No  evidence of buckling was 

19.8.2.3 Cylinder buckling verification test 

on the cylinder. The difference between the three tests is the 
level of  the pressure and  the  loads associated. For  these  tests,  the  load  introduction configuration  is 
presented in the following sketch (see Figure 19‐18). 

found neither in strain gauges nor in LVDT. 

Three buckling tests have been performed 

 
Loading by pressure in tank and longitudinal fluxes at the  
upper interface applied with a circumferential distribution 

Figure 19‐18: Load introduction configuration for the cylinder 
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For  the  cylinder  buckling  test  configuration,  a  laser  profiler  is used  to  scan  the most  loaded  fibre 
meridian  profile.  A  good  correlation  was  shown  between  the  laser  profiler  and  the  LVDT 
measurements.  

The test model has sustained the qualification loads. No evidence of buckling co ld be found on the 
strain gauges, LVDT nor laser profiles when comparing their responses before and after the tests.  

19.9 Conclusion 
All  LH2  tank  substructures  prone  to  buckling were  directly  qualified  by  a  static  test. All  the  test 
results were in accordance with the tests prediction, in the range of the acceptable uncertainties.  

It is interesting to notice that specific measurement means can be implemented, as the laser profiler on 
the most loaded fibre of the cylinder, in order to give more accurate measurements. 
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19.11 Abbreviated Terms 
The following abbreviated terms are defined and used within this Chapter: 

Abbreviation  Meaning 
EAP  Etage Primaire 

ELS  Elongated Lower Skirt 

EPC  Etage Primaire Cryogénique  

ESC  Etage Secundaire Cryogénique  

FEM  Finite Element Model 

ISS  InterStage Structure 

KDF  Knockdown Factor 

LVDT  Linear Voltage Displacment Transducer 

MOS  Margin of Safety 

VEB  Vehicle Equipment Bay 

 

u
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20 
Buckling of the Inner Dome of the 

ARIANE 5 Upper Stage ESC-A 

20.1 Overview 

20.1.1 General 
The liquid hydrogen tank (LH2 tank) of the cryogenic upper stage (ESC‐A) of the ARIANE 5 has an 
unconventional design for a pressurized propellant tank, see Figure 20‐1. The so called Inner Dome of 
the LH2 tank is subjected to compressive loads in case of internal pressure. Therefore the Inner Dome 
shell is designed carefully against buckling. 

 

Figure 20‐1: The cryogenic upper stage ESC‐A of ARIANE 5 

The Inner Dome needs an orthotropic stiffening which makes this part heavy and more expensive in 
manufacturing. But the overall stage design under the given constraints turned out to be an optimum 
with such a design. The constraints and requirements have been: 
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• The overall length of the stage should be minimized 

• The  liquid oxygen  tank  (LOX  tank) design  including  engine  and  equipped  thrust  frame  is  a 
carry over design from the previous ARIANE 4 upper stage 

• Due to communality the LH2 tank manufacturing line is based on the tank manufacturing line 
of the  lower stage (EPC). Therefore the outer diameter of the cylindrical parts (5.4 m) and the 
spherical shell radii (3m) of the upper and lower dome are identical. 

The  Inner Dome  of  the  LH2  tank  is  a  spherical  shell with  a  radius  of  2000 mm.  The maximum 
operating pressure  together with  the hydrostatic pressure  (inertia  loads)  leads  to a  limit pressure of 
3.45 bar (delta pressure). Taking into account a safety factor of 1.25 the Inner Dome has to withstand 
against buckling an ultimate pressure of 4.31 bars without failure. 

For  simplicity  other  loads  (temperature distribution,  local  loads)  are  not  considered  in  this  article. 
Also other design criteria (e.g. damage tolerance) are not regarded here. This article concentrates on 
buckling only. 

The material of the Inner Dome is Al 2219 . Making use of the cryogenic temperature of hydrogen (20 
Kelvin) the material properties are here: 

⎯ Youngʹs modulus:    E= 80000 N/mm2 

⎯ Poisson ratio:    ν=0.3 

⎯ Yield Stress:    σ0.2=400 N/mm2 

⎯ Density:    ρ=2800 kg/m3 

For orthotropic stiffening against buckling different integrally stiffened types of design (machined out 
of thick plates) are feasible, e.g. Wafflegrid design in 0°/90° or in +/‐45° or Isogrid design (see Figure 
20‐2) 

b
s =d + t

d t

h
 

Figure 20‐2: Wafflegrid (0°/90° atic) and Isogrid Design 

The article describes how  to  find an optimum design   the  bar ultimate  load. The 
application  and  usefulness  of  the  so  called  ʹ  Thr l Method  ʹ  is d.  The  ʹThree  Level 
Method ʹ (see chapter 11) uses for the different leve

• Level 1: Analytical solution 

• Level 2: Semi‐analytical solution 

 Level 3: 3‐D numerical analysis, e.g. Finite Element Method 

 quadr

 withstanding
ee  Leve

 4.31
  describe

l: 

•
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Particularly highlighted is the influence of imperfections on the buckling load and the treatment of the 
imperfections in the different development phases. 

 

Figure 20‐3: The inner dome of the LH2‐tank of the ARIANE 5 upper stage ESC‐A 
in wafflegrid design 

20.1.2 Buckling Modes:  
Both, the wafflegrid and the isogrid shell, may fail according to following buckling modes: 

a. Skin Buckling 
he  almost  harmless  post‐buckling  behaviour  of 
be still provided  (to be proven). Anyhow,  for a 

pressurized propellant tank skin buckling is not allowed. 

iffeners and  the skin buckle  together. 

The  skin  between  the  ribs  buckles. Due  to  t
plates  the  load capability of  the structure can 

b. Rib Buckling 
The stiffening rib buckles. This local buckling is not allowed because this mode initiates general 
instability. 

c. General Instability (Global Buckling) 
This  is a global buckling mode of  the shell where  the st
This buckling mode will lead to collapse and has to be avoided. 
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20.2 Buckling investigation levels  

20.2.1 Level-1 investigations 
Level 1 investigations are based on simplified analytical solutions. The analytical solutions for general 
instability (global buckling) are based on following assumptions: 

• The shell  is axisymmetric,  the displacements depending on  the circumferential coordinate are 
harmonic functions 

• The orthotropic wall  stiffn   regarded  as  smeared out  and  is  constant  in meridional 
direction 

• The boundary conditions a lified (e.g y supported) 

• The displacements depend  merid ordinate are supposed to be sinusoidal. 

The  influence  of  imperfections  oretical kling  results  achieved  by  the  analysis  can  be 
taken into account by Knock Do  (KDF ese KDFs can be taken from statistic evaluated 
empirical data (comparison of th l buckling s with test data). A well known approach for 
orthotropic cylindrical shells und  compres Almrothʹs formula. Due to the analogy of the 
otropic cylindrical shells under axial compression with the spherical shell under external pressure (if 

the radius of the cylinder is equal the radius of the sphere) and their equal sensitivity to imperfections 
 [1 shells too. 

ess  can be

re simp . simpl

ing on the ional co

on  the  the   buc
wn Factors s). Th
eoretica
er axial

 value
sion is 

is

(see Ref. ]) it can be assumed that it is the case for orthotropic 

According to Almroth [1] the knockdown factor  KDFρ  is given with 99% that  expKDF cN Nρ ⋅ <l  by 

0.54

6.48KDF
e

R
s

ρ
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

20‐1 

 

Almrothʹs formula for equivalent thickness  es  is: 

* *
11 22

2
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20‐4 
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ij ij ij  wall construction  (see Sections 7.2.2 
and 17.2.2) 

The  KDFs  taken  from  statistic  evaluation  of  test  data  do  not  distinguish  between  individual 
imperfections. The KDFs correct the influence of imperfections (geometrical imperfections or residual 
stresses) and simplifications in the analysis method (boundary conditions, pre‐buckling deformations) 
by statistical enveloping over all kind of shells and manufacturing processes. 

Alternatively  Koiterʹs  approach  [2]  can  be  used  which  includes  in  the  analysis  a  sinusoidal 

and A , B , D  are  the ABD stiffness coefficients  for orthotropic

axisymmetric  geometrical  imperfection  with  amplitude  wo  By  this  way  the  sensitivity  of  a 
axisymmetric harmonic imperfection on the buckling result can be evaluated. 
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Koiterʹs approach was derived for isotropic cylindrical shells under axial compression. Making use of 
the  analogy  to  spherical  shells  under  external  pressures,  the  KDF  can  be  calculated  according  to 
equation 20‐5. 

( )
( )20

2

2 1
27 1

KDF KDF
w
s v

ρ ρ⋅ = −
−

 
 

20‐5 

 

For the first design Almrothʹs formula has been applied. 

The stiffened shell has to withstand both, global buckling and local buckling of the ribs and the skin. 

To find an optimum preliminary design (by parametric optimization) it is recommended to start with 
the skin buckling. The skin between the ribs can be regarded as a plate which is simply supported at 
all sides, which is a conservative assumption. 

The equations for plate buckling (see chapter 16) for an isotropic material with Poisson ratio 0.3 are: 

For wafflegrid (quadratic) with compressive stress in both directions ( x yσ σ σ= = ):  

2

1.82crit
tEσ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟  

 

20‐6 
h⎝ ⎠  

For isogrid with compressive stress in both directions ( x yσ σ σ= = ): 

2

3.39crit
tE
h

σ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Or with a=h/cos(30°) 

2

4.critσ = 52 tE ⎛ ⎞
 

20‐8 

 

The  ultimate membrane  fluxes  in  the  spherical  shell  are  equal  in meridional  and  circumferential 
direction. With pult=4.31 bar the critical flu  are: 

a⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

xes
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With the dimensionless parameter α  

bd
ht

α =  

 

20‐10 

 

It is possible to formulate the stress which takes the rib cross section into account: 

( )1
x

x
N

t
σ

α
=

+
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At the beginning of the dimensioning the rib cross section is not known. Therefore the necessary skin 
thickness between  the  ribs needs  to be  evaluated  for different parameter  alpha.  In  the  following  a 
procedure for the parametric optimization is given in detail for the wafflegrid design with quadratic 
pattern. The isogrid design op ization is analo

For wafflegrid the necessary skin thickness against skin buckling is according to equation 20‐6. 

tim gous. 

( )

1/32
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ult

crit
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α
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With a given  rib height d  the   thickness ainst  rib buckling can be determined with  the 
formula  for  plate  buckling    case  of  a  lo p  (simply  supported  and  free,  longitudinal 
compression): 

 minimum
in

 ag
ng  stri

( )1 0.45
ult

crit
Nb d

t Eα
=

+
 

 

20‐14 

 

On the other hand the rib thickness b needs to be compatible to the given α, therefore (see equation 
20‐10): 

htb
d

α
=   20‐15 

The  four  free  parameters  in  the  optimization  (h,  d,  t,  b)  can  be  reduced  by  taking  into  account 
geometric and manufacturing constraints. 

A first constraint is the number of pockets which is related to the parameter h. A simple estimation of 
the number of pockets is possible by dividing the surface area of the sphere (half spherical ball) by the 
area of one pocket. 

Half spherical ball surface 

1.25200014.322 =⋅⋅== mmRA π 6E mm222 2 20‐16 

Wafflegrid (quadratic)  

2n pockets /A h= 20‐17 

Isogrid  

  ( ) 2
2n pockets 2cos 30 1.73 /oA A h

h
= ⋅ =  
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The number of pockets for different h, or a respectively, is: 

Table 20‐1: Number of pockets for different h 
  Isogrid   Wafflegrid 

h [mm]  pocket 
number 

a [mm]  pocket 
number 

50  10040  50  23192 

60  6972  60  16106 

70  5122  70  11833 

80  3922  80  9059 

90  3099  90  7158 

100  2510  100  5798 

110  2074  110  4792 

120  1743  120  4026 

 

Here  is  obvious  that  an  isogrid  design means  significantly more  pockets  (factor  2.31).  The mass 
advantage of an isogrid design needs to be balanced with the higher manufacturing costs.  

Precisely the number of pockets for a spherical shell is more due to geometric reasons. For example, 
the width  of  the pockets  of  the wafflegrid  in  circumferential direction will  be  getting  smaller  and 
smaller  along  the meridional  coordinate  in  direction  to  the  pole.  If  the  width  in  circumferential 
direction at the equator is h, at an elongation of 60° it is only the half (h/2). Therefore, in practise there 
will be a new arrangement of the pockets at 60°.  

Two pockets will be combined to one pocket which starts again with the width h. At the elongation of 
75.52° the width in circumferential direction is again h/2 and two pockets will be combined once more.  

The meridian can be  therefore divided  into  three sectors  (see Figure 20‐4) with different number of 
pockets per circumference. 

 

Figure 20‐4: Three sectors with different number of pockets in circumference 

Taking  into  account  these  three  sectors  and  selecting  a number  of pockets  in  circumference  at  the 
equator which can be divided by two and four, a more precise number of pockets can be achieved for 
the wafflegrid. The pockets will not keep a quadratic form if the delta elongation is kept constant. The 

(it remains constant). 

consequence  is  that  the  smeared wall  stiffness  in meridional direction  is getting  stiffer  towards  the 
pole (for constant rib cross section) in a sector, but the smeared circumferential stiffness is not affected 
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Alternatively  the  length of  the pockets  in meridional direction can be adapted  in order  to keep  the 
quadratic form of the pockets, but this would lead to significant more pockets and is not considered 
here. 

Table 20‐2: Number of pockets for different configurations 

h=78.5mm 

5120 Pockets 

Number of pockets in 
circumferential 
direction 

Number of pockets in 
meridional direction 

Sector 1 (0°‐60°)  160  27 

Sector 2 (60°‐75.52°)  80  7 

Sector 3 (75.52°‐90°)  40  6 

 

h=87.3mm 

4104 Pockets 

Number of pockets in 
circumferential 
direction 

Number of pockets in 
meridional direction 

Sector 1 (0°‐60°)  144  24 

Sector 2 (60°‐75.52°)  72  6 

Sector 3 (75.52°‐90°)  36  6 

 

h=104.7mm 

2850 Pockets 

Number of pockets in 
circumferential 
direction 

Number of pockets in 
meridional direction 

Sector 1 (0°‐60°)  120  20 

Sector 2 (60°‐75.52°)  60  5 

Sector 3 (75.52°‐90°)  30  5 

 

Taking  into  account  realistic  pocket  numbers  only  a  few  variation  of  the  parameter  h  have  to  be 
carried out for the optimization (e.g. here only h=78.5 mm, h=87.3 mm and h=104.7 mm). 

A further manufacturing constraint is the thickness of the base plate. Here the final total thickness has 
been limited to: 

25=+= dts mm   20‐20 

Therefore the parameter d (rib height) depends only on the skin thickness t (d = 25 mm ‐ t). Smaller 
values  for  s make no  sense, due  to  the  loss of bending  stiffness which  is driven by  the  rib height. 
Higher plate thickness would be good for mass optimization. 

Additional manufacturing constraints to be considered in the optimization process are: 

• A minimum thickness of the skin and the rib thickness for machining and for Non‐Destructive‐
Inspection (NDI) of initial cracks for damage tolerance 

• The risk of manufacturing anomalies (e.g. machining of local under thickness) 
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With  these  restrictions  the  parametric  investigations  in  order  to  find  the  optimum  are  only  to  be 
carried out for 3 values of h, in combination with various values of α. 

• First the skin thickness according to equation 20‐13 is calculated. 

• Then the rib height is calculated: d = 25mm – t 

• Then the thickness of the rib is determined resulting from the given alpha: 

d/b htα=   20‐21 

• The minimum rib thickness for rib buckling is determined according to equation 20‐14 and then 
it  is compared with  the  rib  thickness  resulting  from equation 20‐21.  If  the  thickness  resulting 
from equation 20‐21 is lower than the minimum thickness for rib buckling this is not a feasible 
design. If the rib thickness resulting from equation 20‐21 is greater than the minimum thickness 
for rib buckling this design is a potential solution. 

• All potential solutions are analysed for general instability (global buckling) taking into account 
the KDF. When the critical global buckling including the KDF meets the ultimate pressure, the 
optimum for the given parameter h has been found. 

• By this way the optimum t and b for each h is determined (t & b opt) 

• The optimum design for a lightweight structure is found by comparing the mass (search for the 
minimum mass) of the different optimums (t & b opt) 

Table 20‐3  shows  the parametric  results  for different h.  In  the Table  20‐3,  the  evaluation of  the  rib 

The mass of the orthotropic stiffened shell can be quickly estimated by the smeared thickness of the 
ribs 

i

Isogrid: msimple = A t (1+3 α) ρ 

The exact net mass (mnet) can be calculated by considering the rib mass precisely in the three sectors.  

Table 20‐3: Parametric results for different h 

thickness according equation 20‐21  is called b‐alpha and  the minimum  thickness  for  rib buckling  is 
called bmin. 

Wafflegr d: msimple = A t (1+2 α) ρ 

h
 [mm]

alpha t
 [mm]

d=s-t
 [mm]

b-alpha 
[mm]

bmin 
[mm]

m-simple 
[kg]

pcrittheo
[N/mm2]

KDF pcrit
[N/mm2]

78,54 0,1 2,56 22,44 0,89 1,46 215,70 no feasible design (rib buckling)
78,54 0,16 2,51 22,49 1,40 1,44 233,11 no feasible design (rib buckling)
78,54 0,165 2,51 22,49 1,44 1,44 234,54 0,76 0,49 0,37
78,54 0,2 2,48 22,52 1,73 1,43 244,46 0,82 0,5 0,41
78,54 0,22 2,47 22,53 1,89 1,42 250,06 0,85 0,51 0,44

87,27 0,1 2,74 22,26 1,07 1,40 231,41 no feasible design (rib buckling)
87,27 0,13 2,72 22,28 1,38 1,39 240,81 no feasible design (rib buckling)
87,27 0,131 2,72 22,28 1,39 1,39 241,12 0,74 0,46 0,34
87,27 0,19 2,67 22,33 1,98 1,37 259,23 0,86 0,5 0,43
87,27 0,2 2,66 22,34 2,08 1,37 262,26 0,88 0,5 0,44

104,72 0,08 3,11 21,89 1,19 1,31 254,15 no feasible design (rib buckling)
104,72 0,085 3,11 21,89 1,26 1,30 255,94 no feasible design (rib buckling)
104,72 0,088 3,11 21,89 1,31 1,30 257,02 0,71 0,42 0,3
104,72 0,15 3,05 21,95 2,18 1,28 278,92 0,89 0,48 0,42
104,72 0,16 3,04 21,96 2,32 1,28 282,39 0,91 0,48 0,44  

The optimum design parameters (t & b opt) for the waffle grid are highlighted in Table 20‐3. 
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From  the Level‐1 optimization,  it  turned out  that  the  isogrid design  is  the  lighter design but with 
much more pockets and increased manufacturing costs and risks.  

The waffle grid design was selected and the preliminary design was refined and investigated in detail 
with Level‐2 and Level‐3 methods. 

20.2.2 Level-2 investigations 
The  Level‐2  investigations  are  done with  semi‐analytical  tools which  suppose  axisymmetry  of  the 
structure (e.g. BOSOR or ASTRA code). The orthotropic wall stiffness is regarded as smeared.  

The here presented investigations from Ref. [3] have been done with the ASTRA code. The code can 
take into account: 

• The realistic boundary conditions (by adjacent structures) 

• Meridional variable stiffness (step wise ) 

• Axisymmetric geometrical imperfections 

• Axisymmetric Nonlinearities (pre‐buckling deformation, plasticity) 

By this way a more realistic view about the influence of imperfections is possible without starting the 
time‐consuming 3‐D Finite Element codes. 

The  sensitivity  study of  the  influence of geometrical  imperfections on  the buckling  load  takes  into 
on shapes.  

  like 

account a lot of possible imperfecti

It  is recommended by Arbocz  [4]  to perform  investigations  for  the  lowest mode of  the perfect shell, 
some neighbouring modes and eventually some combinations of different buckling modes. Of course, 
other  types  of  shapes  are  possible,  e.g.  polynom  functions  (see  Galletly,  Ref.  [5]).  For  Level‐1 
investigations one is limited in the simulation of axisymmetric imperfection shapes. 

Important are the realistic imperfection shapes caused by the manufacturing (learned by experience). 
Koga and Hoff  [6]  introduced  for  the  spherical  shell  two  type of  imperfection,  type1 a dimple
shape described by cosine function and type2 described by a derivation of the curvature radius (see 
Figure 20‐5). If these imperfections are located at the pole, an axisymmetric modelling can be used. 
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Figure 20‐5: Imp e  1 and Type 2 according Koga and Hoff 

Koga  and Hoff  studi the  influence of tropic  spherical  shells  and 
investigated different rameters of size  ude wo . 

Introducing a dimensionless parameter λ  is defined for isotropic shells according to equation 
20‐22  and  for  orthotropic  shells  accord uation  20‐23,  a  comprehensive  overview  of Knock 
Down of perfect shell ssible.  
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For isotropic shells Ko  Hoff [6] fou the worst case imperfection size (angle 
ß) is near λ=4 and for  near λ =3, in  imperfection amplitude. For orthotropic 
stiffened shells it is sim  minima a

The result of the impe n simulation ‐7. 
he carried out analysis considered geometrical non‐linearity. 

⎝
 

ga and nd out, that for type 1 
 type 2 dependent from the
ilar, the re between 2 and 4. 

rfectio  for the isogrid design is given in Figure 20‐6 and Figure 20
T
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Figure 20‐6: Isogrid design with simulation of imperfection type1 (nonlinear 
analysis) 

 

Figure 20‐7: Isogrid design with simulation of imperfection type2 (nonlinear 
analysis) 

The minima are summarized in Figure 20‐8 and compared to classical results of isotropic shells (Koiter 
a according  to  the 
mainly  from  pre‐

buckling deformations, which are considered  in  the ASTRA code.  It can be seen  that  for  the  isogrid 
design, the same imperfection sensitivity can be observed as for the isotropic shell, if the imperfection 
amplitude wo  is  related  to  the  total  thickness s  (and  related  to  the skin  thickness  t  for  the  isotropic 

 

[2] and Galletly  [5]). The  theoretical buckling pressure  is here  the Level‐1  formul
Isogrid  Handbook  [7].  The  predicted  Kock  Down  for  the  perfect  shell  results 

shell).
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Figure 20‐8: Imperfection sensitivity of isogrid design compared to classical 
isotropic shell 

The final chosen design was a wafflegrid design. The sensitivity of the final chosen wafflegrid design, 
including design details like an unstiffened pole cap, is shown in Figure 20‐9. 

 

Figure 20‐9: Imperfection sensitivity of the final chosen wafflegrid design with an 
unstiffened pole cap 

20.2.3 Level-3 investigation 
A detailed 3‐D Finite Element analysis can include non‐axisymmetric structural details and can reflect 
the real stiffening instead of smearing the ribs. 

In the Level‐2 investigations the imperfection simulation was done for axisymmetric imperfection. But 
the imperfections can be present at arbitrary locations, so that a non‐axisymmetric simulation should 
be  carried  out. Additional  to  type1  and  type2  imperfection  around  the  pole, different  locations  of 
type1 and type2 have been investigated with a detailed Finite Element model. 

The mesh of the Finite Element model is shown in Figure 20‐10. It reflects the final chosen wafflegrid 
design with a non‐stiffened pole cap (see Figure 20‐11). Figure 20‐12 shows the modelled imperfection 
of type1 at an elongation of 45° (strongly scaled). Details of the mesh with geometric imperfections can 
be seen in Figure 20‐13 and Figure 20‐14 (strongly scaled). 
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Figure 20‐10: Finite Element mesh of the final chosen wafflegrid design 

 
 
 

 

Figure 20‐11: Finite Element mesh of the final chosen wafflegrid design with detail 
of pole cap 
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Figure ludi  type1 imperfection   elongation  45°  
scaled)

 
 
 

 20‐12: Mesh inc ng a   at an  of  (strongly
 

 

Figure 20‐13: Mesh of type1 imperfection (strongly scaled) 

 

Figure 20‐14: Mesh of type2 imperfection (strongly scaled) 
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Figure 20‐15 shows the buckling mode of the imperfect shell (type 1 at elongation 60°). 

 

Figure 20‐15: Buckling mode of imperfect shell (type 1 at 60° elongation) 

The  result of  the nonlinear buckling  analysis  including  an  imperfection of  type1  and  type2 with  a 
magnitude of w0/s = 0.2 is presented in Figure 20‐16 and Figure 20‐17 below. A Knock Down of 0.5 is 
here possible. 
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Figure 20‐16: Imperfection simulation with type1 for w0/s = 0.2 
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Figure 20‐17: Imperfection simulation with type2 for w0/s = 0.2 
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20.3 Conclusion 
The Level‐1  investigations are used  to  find a preliminary optimum design.  Imperfections are  taken 
into  account  by  empirical Knock‐Down  Factors.  Simulations  of  the  influence  of  imperfections  are 
possible with Level‐2 and Level‐3 methods. 

These investigations are refined with Level‐2 methods, considering 

• the realistic boundary conditions (adjacent structures) 

• different meridional stiffness (step wise constant) 

• axisymmetric geometric imperfections 

• influence of plasticity and nonlinearity of pre‐buckling deformation 

The detailed 3‐D Finite Element Model (a Level‐3 method) is finally used to include 

• non‐axisymmetric structural details 

• non‐axisymmetric imperfections 

• non‐axisymmetric nonlinearities 

By this approach a lightweight design can be found efficiently with sufficient confidence. 

The  investigations with Level 1, 2, and 3 methods serve  to  find a design which  includes expectable 
imperfections. The  real size of  imperfections can only be experienced  in  the applied manufacturing 
process.  It  turned  out  by  measurement,  that  type  1  imperfections  at  the  pole  are  realistic  and 
sometimes exceed the expected limit of w0/s = 0.2 (in that case a repair is initiated). Further it turned 
out  by measurement,  that  the  residual  stresses  due  to  the  forming  process  in  the  dome  have  a 
magnitude of 50 N/mm2, which is quite high compared to the stress level of 120 N/mm2 due to internal 
pressure. 

The geometric imperfection can be controlled easily in the production, but it remains the uncertainty 
of  residual  stresses. Therefore  it was decided  to perform  for  each produced dome  a proof  test  for 
buckling with a pressure level factor 1.05 to reduce the risk of failure in flight. 
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21 
Non-Linear Stability Analysis of ARIANE 5 

Front Skirt (JAVE) 

Attention:  it  is  recommended  to view  and print  this  chapter  in  colour  for 
optimum resolution. 

21.1
This  chapter  presents  the  results  of  the  nonlinear  analyses,  which  have  been  performed  for  the 
prediction of  the response of  the EPC  front skirt  (JAVE‐C) due  to  the action of specified  load cases. 
These  are  defined  in  the  dimensioning  load  case  document, which  is  specified  by ASTRIUM  and 
delivered as applicable document to MT Aerospace. The criticality of a number of  load cases on the 
response of  the  front skirt  is  investigated by  linear buckling analyses. These results are used  for  the 
selection of dimensioning flight load cases which are applied for further detailed analyses 

evio ast,  are  characterised  by  simplified 
modelling of the adjacent structures. The simplest model uses thereby retraint conditions at the lower‐ 
and upper  front  skirt  interfaces.  In detailed  invetigation  it has  then been verified  that  the  adjacent 
structures have a major  influence on  the  structural behaviour of  the  front  skirt. Therefore,  it was a 
major target to improve the confidence level by a more realistic modelling of the boundary conditions 
(geometric‐, force‐, thermal‐). 

The current analysis, which  is associated with the ATV (Automated Transfer Vehicle) configuration, 
uses  accurate models  of  the  adjacent  structures.  These  include  the  realistic model  of  the RIE‐tank 
below  the  front  skirt  interfaces  (STN28)  as well  as  the VEB  above  the  upper  front  skirt  interface 
(STN25), respectively. 

Thus the overall model consists of the following sub‐models. 

• the lower boundary structure RIE (LOX‐Tank). 

• the EPC front skirt (JAVE‐C) 

• the upper boundary structure composed of the VEB‐ATV and the structure above 

In Section 21.2  the description of  the  structure and  the  introduction of  its  structural  components  is 
presented.  

In  Section  21.3  the mathematical model  (geometry, material,  loads, geometric boundary  conditions 
and  imperfections)  is  introduced. Additionally  the  definition  of  the  required  load  proportionality 
factor (LPF) applicable on ultimate load conditions, which is specified as representative dimensioning 
variable, is given.  

 Overview 

Pr us  analysis  loops, which  have  been  performed  in  the  p
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In  Section  21.4  the  solution  method  including  an  overview  about  the  applied  discretisation  is 
presented. 

Section  21.5 deals with  the  analysis  results. They  are  linked with  the  solution of  specific problems 
arising in stability analysis, i.e. in finding and traversing the critical points (limit points or bifurcation 
points)  closest  to  the operational  range.  It presents  the  results of  the eigenvalue analyses,  the post‐
buckling  analysis  on  basis  of  imperfect  reference  configurations  and  verifies  the  predicted  load 
proportionality factor. 

Section 21.6 presents a short summary and the conclusion. 

21.2 Description of the Structure 
Figure 21‐1 shows the location of the Front Skirt (JAVE) in the ARIANE 5 launcher. The main purpose 

amic loads of the booster stage to the central stages and 
to carry the thrust of the Vulcain II engine through the main cryogenic stage to the upper stage. 
of the JAVE is to distribute the thrust and dyn

 

Figure 21‐1: Position of the Front Skirt (JAVE) within ARIANE 5 Launcher 

The JA
21‐2. 

  (Booster Load Introduction Structure) 

 Structure) 
(4)  MISS    (Minor Interface Support Structure)  

VE including the definition of its major structural components (below) is illustrated in Figure 

(1)  BLIS 
(2)  RLRS    (Radial Load Reaction Structure) 
(3)  ALRS    (Axial Load Reaction
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Figure 21‐2: JAVE with major Structural Components BLIS (1), RLRS (2), ALRS (3) 
and MISS (4) 

The  basic  structure  is  conceptually  subdivided  into  independently  designed  and  analyzed 
t

(4) MISS 

(3) ALRS 

(2) RLRS 

(1) BLIS 

substruc ures, depicted in Figure 21‐3.  
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Figure 21‐3: Structural Components of the JAVE flight unit 
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21.3 Mathematical Model 

21.3.1 Launcher Coordinate System and Sign Convention 
The  relationship  between  the  launcher  coordinate  system X, Y, Z  used  for  the  specification  of  the 
general loads, and the JAVE coordinate system U, V, S is shown in Figure 21‐4 below: 

 

Fi re 21‐4: ARIANE 5 Launcher and JAVE Cgu oordinate System and Sign 
Convention 

The  geometry  of  the mathematical model  contains  the  JAVE  and  its  substructures  as well  as  the 
adjacent structures of the JAVE (RIE‐Tank Central Stage, Upper Structure VEB), shown in Figure 21‐5 
below.  

21.3.2 Geometry 
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Figure 21‐5: Geometrical Model f

21.3.3 Material Definition 
Table  21‐1  shows  the  material’s  break
characterised  by  a  non‐linear  material  b
hardening.  

Table 21‐1: Structural
Definition of JAV

Structural Component  Rp0.2[M

Light Frames forged  248

 Components

Machined Ribs  340

Outer‐Skin 
Major Frames 

ined 
340

Light Frames mach

High Ribs 
Light Ribs 

435

 

ng  behaviour  is  approxima
structures (RIE‐Tank and Upper Structure 
The  hardeni
Upper Structure
 

JAVE

RIE‐Tank 

or JAVE Stability Analysis including adjacent 
Structures 

down  of  the  JAVE  structural  components,  which  are 
ehaviour  with  von  MISES  yield  criterion  and  isotropic 

al Parameters for the 
E Nonlinear Material Behaviour 
Pa]  Rm [MPa]  E‐Modul [MPa]  Poisson [ ] 

  413  73100  0.32 

 and corresponding Materi

  430  71000  0.36 

  430  72000  0.33 

  505  71800  0.33 

ted  by  the  RAMBERG‐OSGOOD  law.  For  the  adjacent 
VEB) a linear‐elastic material behaviour is postulated. 
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21.3.4 Loading 

21.3.4.1 Load Case Description 

The  overall  load  events  which  are  applied  for  the  investigation  of  the  structural  response  are 
composed of  

• RIE‐Pressure 

• Temperature 

• Aerodynamic Pressure 

• Mechanical Load + Friction Moment 

They are characterised by altering load intensities during the booster flight duration. The existence of 
potentially critical load states ends with the separation of the boosters. 

In  the  following  the  characteristic  of  one  singular  load  event  is  introduced.  In  this  regard  it  is 
mentioned that a full analysis loop of the JAVE consists of the investigation of several number of load 
events. The following figures show the  such load . 

The  of the temperature fie  the JAVE, w  is linked to  ic time st ring 
fli ated in F ‐6. 

reby one  event

 heterogeneity
ght, is indic

ld at hich a specif ep du
igure 21

 

Figure 21‐6: Thermal Event during Flight applied for JAVE Stability Analysis 

The response due to the action of the mechanical loads (booster thrust, wind and gust) and the friction 
moment at the DAAV‐fittings is extracted by the investigation of the flux distribution along the lower‐ 
and upper boundaries (=stations; STN28 and STN25) of the JAVE. It is again related to a certain time 
step during the flight, in compliance with the temperature field given above. The axial flux variation 
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along  the circumference, summarising  the partitions  from all  load events,  is shown below. Thereby, 
  the  upper  boundary  of  the  JAVE, Figure  21‐7  corresponds  to  the  lower‐  and  Figure  21‐8  to

respectively.  

 

Figure 21‐7: Vertical Flux Distribution along STN28 due to All Load Events 

 

Figure 21‐8: Vertical Flux Distribution along STN25 due to All Load Events 
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21.3.4.2 Load Sequence 

The  sequence  of  the  application  of  the  singular  load  steps,  introduced  in  the  previous  section,  is 
applied as follows: 

• STEP 2  …  Temperature 

 Loads + Friction 

 

21.3.4.3 Load Application 

The loads are applied onto the structure on basis of a specified strategy. Thereby, the capable load of 
the structure is a function of: 

• STEP 1  …  RIE‐Pressure 

• STEP 3  …  Mechanical

The notation “STEP” is related to the ABAQUS terminology.

)**)2(*5***4
*_*3*2*_*1(

sysultsysult

ultultcapable

jjSTNMECHAjjFRICTA
jpressAEROATempAjpressRIEAfL

+++

+++=
  21‐1 

With 
Ai… Load combination factor 
jult… ultimate safety factor 
jsys… system margin 

The Load Proportionality Factor (LPF) is  with respect to the live load terms “Friction” and 
“Mechanical Loads”, thus: 

 evaluated

10 PLPFPLcapable ⋅+=   21‐2 

( )ultult jpressAEROATempAjpressRIEAstateP *_*3*2*_*10 ++=   21‐3 

“Dead Load”  

sysultsysult jjSTNMECHAjjFRICTAP **)2(*5***41 ++=   21‐4 

“Live Load” 

21.3.5 Geometric Boundary Conditions 
The  geometric  boundary  conditions  (=essential  boundary  conditions)  are  defined  such  that  the 
displacements and rotations of all nodes located along the circumference of the top section at the VEB 
are restraint. 

21.3.6 Imperfections 

21.3.6.1 Overview 

Two kinds of imperfections are taken into account: 

• Geometric Imperfections 

• Physical Imperfections 

21.3.6.2 Geometric Imperfections 

Geometric imperfections are applied to investigate the sensitivity of the structural response in case of 
deviations  against  perfect  geometric  conditions.  The  lower  limits  of  the  amplitudes  are  thereby 
derived from fabrication tolerances.  
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Additional imperfections are incorporated in areas with a large number of bifurcations. The purpose 
is to nudge the structure along a post‐bifurcation path (due to numerical imperfections).  

For the purpose of effectively meeting above goals, amplitudes of 1.5 mm have been defined for the 
incorporated geometric imperfections.  

21.3.6.3 Physical Imperfections 

Physical  imperfections  are  associated with  fabrication  induced  stresses. During  panel  forming  self 
equilibrating  residual  stresses occur  in  the material. These  stresses have been measured during  the 
qualification programme  and  they  are  implemented  as  local  initial  compression  stress  fields  in  the 
model. 

21.4 Finite Element Analysis 

21.4.1 Solution Method 
The solution method for the analysis of the equilibrium response is performed as follows:  

1. A  nonlinear  analysis  with  respect  to  perfect  geometric  conditions  is  performed.  The 
application of  the  loads  is  thereby  in  compliance with  section  21.3.4.2  and  21.3.4.3. To 
advance  the solution,  the analysis stages are broken  into  incremental steps. For  the  live 
load a maximum  increment  size of 0.05  is  chosen. The analysis  terminates at  that  load 
state where a critical point  is predicted (limit or bifurcation point,  indicated by negative 
eigenvalues in the message file).  

2. Eigenvalues  at  the  last  increment,  which  converged  with  positive  eigenvalues,  are 
extracted.  Thereby  the  null  eigenvalue, which  indicates  the  existence  of  two  or more 
equilibrium paths (branches), is investigated. 

igenmodes  which  are  associated  with  the  smallest 
metric  imperfections (refer to section 21.3.6.2) to the 

model. 

4. Re‐run  of  the  nonlinear  analysis with  respect  to  the  incorporated  imperfect  reference 

5. Proceed as introduced in steps 2 and 3. 

6. Re‐run  of  the  nonlinear  analysis  with  respect  to  the  updated  imperfect  reference 

Consequently, the idea is to perturb the residual equation in such a way that the underlying regularity 
intrinsic to a bifurcation point is destroyed. Thus, the bifurcation point is transformed to a limit point. 
The  problem  is  turned  into  a  problem with  continuous  response  instead  of  bifurcation, which  is 

al 
at

 p
not co ena which are associated with the latter can be local or 

 may 
in  case 

the fai is no longer able to 
regain the functional requirement. 

3. A  sufficiently  large  number  of  e
eigenvalues are  implemented as geo

configuration.  Due  to  the  predefinition  of  a  stable  and  rising  equilibrium  path,  the 
analysis stops beyond the critical point predicted in step 1. 

configuration. 

accomplished  by  the  introduction  of  geometric‐  and  numerical  imperfections.  In  the mathematic
liter ure, this approach is referred to as unfolding.  

This rocedure given above is repeated as often as it is verified that the predicted critical point does 
incide with a failure point. The phenom

global in nature. In the first case (e.g. failure of a non‐critical structural component) the structure
rega  functional equilibrium after dynamically jumping to another equilibrium path. In the latter

lure is catastrophic or destructive, with the consequence that the structure 
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21.4.2 Amendments to Extraction of Eigenvalues 
The  eigenvalues λi are extracted at selected  load  levels on basis of nonlinear analyses  runs. For  that 
purpose the load events are divided into the dead load vector PN (equal to preload; load history until 
selected  load  state)  and  the  live  load  vector  QN  (incremental  load  pattern).  Thus  the  extracted 

v
base s

The corresponding critical buckling load is expressed by:  
N

eigen alues reflect the condition of the system matrix at the considered load state, different from the 
tate.  

N
iQP λ+  

 is related to

21‐5 

which  the existence of two or more equilibrium paths.  

An ov tisation is given below: 

UMBER OF ELEMENTS IS  304730 

NUMBER OF NODES IS  336470 

NUMBER OF NODES DEFINED BY THE USER  288816 

NUMBER OF INTERNAL NODES GENERATED BY THE PROGRAM  47654 

TOTAL NUMBER OF VARIABLES IN THE MODEL  1753332 

Figure 21‐9 shows a section of the whole discretised model. 

21.4.3 Discretisation 
erview about the applied discre

N
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Figure 21‐9: Section of Discretisation of the JAVE Model 

21.5 Results – Nonlinear Analyses of Load Case A151 

21.5.1 Introduction and Chronology 
The presentation of the analyses results in the following sections is not performed in a chronological 
manner. Here the representative analysis run which justifies the compliance with the specified safety 
requirements is introduced first (section 21.5.2), followed by analyses runs representing intermediary 
results, which were necessary for the extraction of eigenvalues at  load  levels where critical points are 
predicted (section 21.5.3).  

Thereby, the identification of the jobs is as follows: 

“A151_NEWTON_Evolxx_Imp” 

The  first  characters  define  the  load  case  name A151,  followed  by  the  non‐linear  solution  strategy 
(UNEWTONU/RIKS). The evolution status of  the  job  is  identified by  the extension “Evolxx”, where  the 
final one “Evol20”  is representative with reference  to  the applied  justification strategy  introduced  in 
section  21.4.1.  The  final  characters  are  linked  to  the  underlying  reference  configuration 
(perfect/imperfect). 

Upper Stage

JAVE 

RIE‐Tank
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21.5.2 Jobname “A151_NEWTON_Evol20a_Imp” 

21.5.2.1 Overview 

In this section the representative nonlinear analysis run is introduced. Thereby, the final equilibrium 
configuration, which is associated with a critical point, is predicted at LPF=1.63.  

21.5.2.2 Basic Data 

According to section 21.3.4.2 the sub‐cases are applied as in Table 21‐2. The job time summary and the 
hardware  configuration  are  as  in  Table  21‐3.  The  corresponding  description  of  the  characteristic 
convergence  behaviour,  including  the  cut‐backs  and  number  of  negative  eigenvalues  within  the 
considered sub‐cases is shown in Table 21‐4. 

Table 21‐2: Solution strategy 
Sub‐Cases  Sub‐Case Declaration  Solution Strategy 

STEP 1  RIE‐Pressure  NEWTON‐RAPHSON 

STEP 2  Temperature T114s  NEWTON‐RAPHSON 

STEP 3  Mechanical Loads + Friction Moment  NEWTON‐RAPHSON 

 

Table 21‐3: Job‐names 
Job‐Name  CPU‐Time  Host System 

A151_NEWTON_Evol20a_Imp  16.5 Hours (=Wall clock)  Altix350, 4 CPU’s used 

 

Table 21‐4: Number of negative eigenvalues at INC / STEP time 
Sub‐Cases  Cut‐Backs at INC  Nr. of negative Eigenvalues at INC / STEP Time 

STEP 1 
STEP 2 
STEP 3 

0 
/13/ 

/35/36/37/38/ 

0 
0 
0 

Cut‐Back = Reduction of Load Increment Size 

21.5.2.3 Status File 

The ABAQUS/Standard status‐file (*.sta) contains a single 80‐character record for each increment and is 
updated upon completion of each  increment of an analysis. Therefore,  it provides a monitor of  the 
progress of each currently active analysis (see Figure 21‐10). 

The  analysis  run  stopped  at  LPF=1.63.  The  criterion  for  the  termination  is  that  the  required 
incremental step size is less than the specified minimum required (1.0e‐5). The system matrix does not 
contain negative eigenvalues at any converged increment along the whole load history. Consequently, 
it is verified that there are no structural components which are loaded beyond their critical points.  

The equilibrium bifurcation appearing at load state LPF=1.63 is investigated in section 21.5.2.6.  
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Figure 21‐10: ABAQUS/Standard Status File monitoring the Progress of Nonlinear 
Analyses (A151_NEWTON_Evol20a_Imp.sta) 
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21.5.2.4 Investigation of Equilibrium Configuration at LPF=1.63 

In order  to  check  the  equilibrium  state at  the highest predicted  load  state  (LPF=1.63)  the axial  flux 
distributions at  the upper and  lower boundaries  (STN25 and STN28) of  the  JAVE are  investigated. 
Thereby, the axial fluxes extracted from the non‐linear analysis are set in comparison to the one from 
the  linear  analysis.  For  the  purpose  of  an  adequate  comparison  the  axial  fluxes  at  LPF=1.63  are 
normalised to LPF=1.0. 

Figure 21‐11 and Figure 21‐12 show the comparison along the circumferential directions at STN25 and 
STN28, respectively. 

From  the  investigation above  it  can be derived  that  there  is no essential  change of  the  equilibrium 
state against the one of the reference configuration. 
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Figure 21‐11: Comparison of Axial Flux Distributions from Linear‐ (Red Line) and 
Non‐Linear Analysis (Blue Line) at STN25 
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Figure 21‐12: Comparison of Axial Flux Distributions from Linear‐ (Red Line) and 
Non‐Linear Analysis (Blue Line) at STN28 

21.5.2.5 Investigation of Material Nonlinearity 

In order  to  check  the  structural  response on  the  level of  the  singular material point  the  equivalent 
plastic strains are investigated at the highest predicted load level (LPF=1.63). Due to the fact that the 
adjacent  structures  (RIE‐Tank, Upper  Structure VEB)  are  solely defined  on  basis  of  a  linear  elastic 
material model, this investigation is restricted to the JAVE. 

Figure 21‐13 shows the contour plot of the equivalent plastic strains (PEEQ) within the JAVE. Thereby, 
the maximum PEEQ  reaches  an  amount  of  3.6[%],  locally  appearing  at  the  outer‐skin  close  to  the 
DAAV. 

Figure 21‐14 shows this location in detail. Thereby it is visible, that the maximum PEEQ appears at the 
outer‐skin location at the direct extension of the DAAV‐thrust‐rib. 

From  this  investigation  it can be stated  that  the prediction of  the material’s  response at LPF=1.63  is 
closely  related  to a  failure point  in  the  JAVE. Apart  from  local areas  in  the  range of  the DAAV  the 
whole JAVE‐C is however characterised by a materially linear response. 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

412 

 

Figure 21‐13: Equivalent Plastic Strains (PEEQ) at JAVE due to mechanical Load 
Case A151 (STEP 3) at LPF=1.63  
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Figure 21‐14: Local Appearance of maximum Equivalent Plastic Strain 
PEEQ=3.6[%] at Outer‐Skin STN 3 above the DAAV at LPF=1.63 

21.5.2.6 Investigation of Zero-Eigenvalue at LPF=1.63 

The  eigenvalue  extraction  at  the  predicted  maximum  mechanical  load  state  (STEP 3)  at  INC=38 
(LPF=1.63) is performed for the investigation of the appearing equilibrium bifurcation, associated with 
the zero eigenvalue. 

The corresponding restart‐file is “A151_NEWTON_Evol20a_Imp” where the significant job‐data are as 
in Table 21‐5. 

Table 21‐5: Job‐data 
Job‐Name  Restart from Nonlinear Run  CPU‐Time  Host System 

EigenI_M38_Evol20  A151_NEWTON_Evol20a_Imp 
STEP 3/INC 38 (LPF=1.63) 

1 Hours 
(=Wall clock) 

Altix350 
(4 CPU’s used) 

LPF = Load Proportionality Factor 

 

Table  21‐6  presents  the  smallest  5  eigenvalues  and  the  description  of  the  appearance  of  the 
corresponding  eigenmodes. Additionally,  the  load  levels  associated with  the bifurcation points  are 
extrapolated according to section 21.4.2 
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Table 21‐6: Smallest Eigenvalues based on Results of Nonlinear Job 
A151_NEWTON_Evol20a_Imp, extracted at LPF=1.63. 

EigenI_M38_Evol20: Eigenvalue Extraction at STEP 3 / INC 38 (LPF=1.63) 

Mode  Eigenvalue  Location  Bifurcation Point 
1  0.0011  VEB, Skin, Cone Q2/Q3  1.631 

2  0.1492  VEB, Skin, Cone Q2/Q3  1.779 

3  ‐0.2922  VEB, Skin, Cone Q2/Q3  1.338 

4  ‐0.3989  VEB, Skin, Cone Q2/Q3  1.231 

5  0.4435  VEB, Skin, Cone Q2/Q3  2.074 

 

In  Table  21‐6  it  is  visible  that  all  investigated  eigenmodes  appear within  the  cone  of  the  upper 
structure VEB between  the quadrants Q2/Q3. The  characteristic  shape of  the  eigenmode associated 
with  the  zero‐eigenvalue  is  illustrated  in  Figure  21‐15.  Thereby,  it  is  visible  that  the  affected  area 
covers a section of the conical structure and one adjacent shear wall. The occurrence of the negative 
eigenvalues associated with modes 3 and 4 refer to load reversal.  

 

Figure 21‐15: Eigenmode associated with Eigenvalue 1 (λB1 B=0.0011) of Eigenvalue 
Extraction “EigenI_M38_Evol20” at STEP 3/INC38 (LPF=1.63) 
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21.5.3 Generation of Final Imperfect Reference Configuration 

21.5.3.1 Overview 

The  final  imperfect  reference  configuration  is  established  on  basis  of  selected,  magnified  and 
superimposed eigenmodes which are extracted at different load levels. The identification is thereby as 
follows: 

  “EigenI_Mxx_Evolxx” 

The first characters refer to the eigenvalue analysis, followed by the link to a  UPUerfect/UIUmperfect reference 
configuration.  The  next  character  references  the  sub‐case  (UMUechanical/Thermal)  and  the  increment 
number (xx). The last character string identifies the status of the corresponding nonlinear analysis run 
(Evolxx). 

The selection of the eigenvalue extractions, used for the establishment of the final imperfect reference 
configuration is as shown in Table 21‐7: 

Table 21‐7: Configuration of Eigenvalue Extractions and corresponding Restart‐
Files for the Definition of the Final Imperfect Reference Configuration 

Jobname: A151_NEWTON_Evol20a_Imp 

 
Jobname 

Eigenvalue Extraction 
Load Level 
TBmechB (≡LPF)  Restart from NL‐Job 

Locations 
Eigenmodes 

  EigenP_M14  0.281  A151_NEWTON  VEB 

  EigenI_M28  0.866  A151_NEWTON_Evol3_Imp  JAVE 

  EigenI_M18_Evol16  0.664  A151_NEWTON_Evol16b_Imp  VEB 

  EigenI_M44_Evol17  1.44  A151_NEWTON_Evol17a_Imp  VEB 

 

According  to  the  notation  given  above  it  is  visible  that  all  the  eigenmodes  are  extracted within  the 
mechanical step. Additionally, the level of the mechanical load state (=”dead load”) is included. The last 
column  allocates  the  appearance  of  the  smallest  eigenmodes  to  the  main  structural  components 
(VEB/JAVE). 

In  the  following  subsections  the  eigenvalue  extraction  and  the  introduction  of  the  eigenmodes  are 
presented. 

21.5.3.2 EigenP_M14 – Eigenvalue Extraction at LPF=0.281 

The  first  eigenvalue  extraction  is  performed within  the mechanical  load  state  (STEP 3)  at  INC=14 
(LPF=0.281). The corresponding restart‐file is “A151_NEWTON”, which was terminated at LPF=0.33.  

The significant job‐data are as in Table 21‐8: 

Table 21‐8: Job‐data 
Job‐Name  Restart from Nonlinear Run  CPU‐Time  Host System 
EigenP_M14  A151_NEWTON 

STEP 3/INC 14 (LPF=0.281) 
2 Hours 

(=Wallclock) 
Altix350 

(4 CPU’s used) 
LPF = Load Proportionality Factor 
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Table  21‐9  presents  the  smallest  10  eigenvalues  and  the  description  of  the  appearance  of  the 
corresponding  eigenmodes. Additionally,  the  load  levels  associated with  the  bifurcation  points  are 
extrapolated. 

Table 21‐9: Smallest Eigenvalues based on Results of Nonlinear Job 
A151_NEWTON, extracted at LPF=0.281 

EigenP_M14: Eigenvalue Extraction at STEP 3 / INC 14 (LPF=0.281) 

Mode  Eigenvalue  Location  Bifurcation Point 
1  0.181  Tank Platform, VEB  0.462 

2  ‐0.199  Tank Platform, VEB  0.082 

3  0.219  Tank Platform, VEB  0.500 

4  0.228  Tank Platform, VEB  0.509 

5  ‐0.232  Tank Platform, VEB  0.049 

6  0.237  Tank Platform, VEB  0.518 

7  0.287  Tank Platform, VEB  0.568 

8  0.324  Tank Platform, VEB  0.605 

9  0.341  Tank Platform, VEB  0.622 

10  ‐0.454  Tank Platform, VEB  ‐0.173 

 

In Table 21‐9 it is visible that all investigated eigenmodes appear within the upper structure VEB. These 
areas  can  further  be  reduced  to  locations  along  the  ring  structure  of  the  tank‐platform.  The 
characteristic of one representative eigenmode is illustrated in Figure 21‐17. Thereby, it is visible that 
the affected area covers the circumference of one circular opening. 

The occurrence of the negative eigenvalues associated with modes 2, 5 and 10 refer to load reversal.  
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Figure 21‐17: Eigenmode associated with Eigenvalue 3 (λ3=0.219) of Eigenvalue 
Extraction “EigenP_M14” at STEP 3/INC14 (LPF=0.281) 

For  the  definition  of  an  imperfect  reference  state  the  following  eigenmodes  are  selected  and 
introduced: 

Table 21‐10: Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
Job‐Name  Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
EigenP_M14  Modes 14, 20, 3, 10, 15, 7, 13, 17 (magnified to Amplitude 1.5 mm) 

 

21.5.3.3 EigenI_M28 – Eigenvalue Extraction at LPF=0.866 

The second  eigenvalue extraction  is performed within  the mechanical  load state  (STEP 3) at  INC=28 
(LPF=0.866). The corresponding restart‐file is “A151_NEWTON_Evol3_Imp”, which was terminated at 
LPF=0.866.  

The significant job‐data are as follows: 

Table 21‐11: Job data 
Job‐Name  Restart from Nonlinear Run  CPU‐Time  Host System 
EigenI_M28  A151_NEWTON_Evol3_Imp 

STEP 3/INC 28 (LPF=0.866) 
8 Hours 

(=Wall clock) 
Altix350 

(4 CPU’s used) 
LPF = Load Proportionality Factor 
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Table  21‐12  presents  the  smallest  10  eigenvalues  and  the  description  of  the  appearance  of  the 
corresponding  eigenmodes. Additionally,  the  load  levels  associated with  the  bifurcation  points  are 
extrapolated. 

Table 21‐12: Smallest Eigenvalues based on Results of Nonlinear Job 
A151_NEWTON_Evol3_Imp, extracted at LPF=0.866 

EigenI_M28: Eigenvalue Extraction at STEP 3 / INC 28 (LPF=0.866) 

Mode  Eigenvalue  Location (OS=Outer Skin)  Bifurcation Point 
1  0.0002  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  0.866 

2  0.025  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  0.891 

3  0.104  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  0.970 

4  0.145  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.011 

5  ‐0.152  JAVE, OS, Q1, UV‐Panel  0.714 

6  0.193  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.059 

7  0.212  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.078 

8  0.243  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.109 

9  0.268  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.134 

10  0.301  JAVE, OS, Q1, V‐Panel  1.167 

 

In Table 21‐12  it  is visible  that  the  first  eigenmodes 1‐10 appear at quadrant Q1 outer‐skin  locations 
within the JAVE. The eigenmode of the zero‐eigenvalue (λB1B=0.0002) occurs at the V‐panel, illustrated in 
Figure 21‐18.  

The occurrence of the negative eigenvalue associated with mode 5 refers to load reversal.  
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Figure 21‐18: Eigenmode associated with Zero‐Eigenvalue 1 (λB1 B=0.0002) of 
Eigenvalue Extraction “EigenI_M28” at STEP 3/INC14 (LPF=0.866) 

For  the  definition  of  an  imperfect  reference  state  the  following  eigenmodes  are  selected  and 
introduced: 

Table 21‐13: Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
Job‐Name  Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
EigenI_M28  Modes 1, 5, 36, 41, 43, 42, 21, 49, 35, 14, 23, 33, 24, 48, 38, 34, 20, 47, 40 

(magnified to Amplitude 1.5 mm) 

 

21.5.3.4 EigenI_M18_Evol16 - Eigenvalue Extraction at LPF=0.664 

The  third  eigenvalue  extraction  is  performed within  the mechanical  load  state  (STEP 3)  at  INC=18 
(LPF=0.664). The corresponding restart‐file  is “A151_NEWTON_Evol16b_Imp”, which was terminated 
at LPF=0.664.  

The significant job‐data are as follows: 
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Table 21‐14: Job data 
Job‐Name  Restart from Nonlinear Run  CPU‐Time  Host System 

EigenI_M18_Evol16  A151_NEWTON_Evol16b_Imp 
STEP 3/INC 18 (LPF=0.664) 

5 Hours 
(=Wall clock) 

Altix350 
(4 CPU’s used) 

LPF = Load Proportionality Factor 

 

Table  21‐15  presents  the  smallest  10  eigenvalues  and  the  description  of  the  appearance  of  the 
corresponding  eigenmodes. Additionally,  the  load  levels  associated with  the  bifurcation  points  are 
extrapolated. 

Table 21‐15: Smallest Eigenvalues based on Results of Nonlinear Job 
A151_NEWTON_Evol16b_Imp, extracted at LPF=0.664 

EigenI_M18_Evol16: Eigenvalue Extraction at STEP 3 / INC 18 (LPF=0.664) 

Mode  Eigenvalue  Location (OS=Outer Skin)  Bifurcation Point 
1  0.0042  VEB (End of Cone)  0.668 

2  0.235  VEB (End of Cone)  0.899 

3  ‐0.655  JAVE, OS, Q3, VBNB‐Panel  0.009 

4  ‐0.700  VEB (End of Cone)  ‐0.036 

5  ‐0.704  JAVE, OS, Q2, UBNBV‐Panel  ‐0.040 

6  ‐0.707  JAVE, OS, Q4, UVBNB‐Panel  ‐0.043 

7  ‐0.713  JAVE, OS, Q3, UBNBVBNB‐Panel  ‐0.049 

8  ‐0.726  JAVE, OS, Q3, UBNBVBNB‐Panel  ‐0.062 

9  ‐0.739  JAVE, OS, Q1, UV‐Panel  ‐0.075 

10  ‐0.761  JAVE, OS, Q3, UBNBVBNB‐Panel  ‐0.097 

 

In Table 21‐15 it is visible that the first eigenmodes 1‐10 appear at the VEB as well as at the outer‐skin 
within  the  JAVE. The  eigenmode of  the  zero‐eigenvalue  (λB1B=0.0042) occurs  at  the  end of  the  conical 
structure within the VEB, illustrated in Figure 21‐19. The same characteristic is found for eigenmode 2, 
located at the opposite side, Figure 21‐20.  

In  this  regard,  it  is  explicitly mentioned  that  the  eigenvalues  associated with  the  JAVE modes  are 
negative and therefore they are related to load reversal.  
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Figure 21‐19: Eigenmode associated with Zero‐Eigenvalue 1 (λB1 B=0.0042) of 
Eigenvalue Extraction “EigenI_M18_Evol16” at STEP 3/INC18 (LPF=0.664) 

 

Figure 21‐20: Eigenmode associated with Eigenvalue 2 (λB2 B=0.235) of Eigenvalue 
Extraction “EigenI_M18_Evol16” at STEP 3/INC18 (LPF=0.664) 
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For  the  definition  of  an  imperfect  reference  state  the  following  eigenmodes  are  selected  and 
introduced: 

Table 21‐16: Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
Job‐Name  Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 

EigenI_M18_Evol16  Modes 1, 2 (magnified to Amplitude 1.5 mm) 

 

21.5.3.5 EigenI_M44_Evol17 – Eigenvalue Extraction at LPF=1.44 

The  fourth  eigenvalue  extraction  is performed within  the mechanical  load  state  (STEP 3)  at  INC=44 
(LPF=1.44). The corresponding restart‐file is “A151_NEWTON_Evol17a_Imp”, which was terminated at 
LPF=1.44.  

The significant job‐data are as follows: 

Table 21‐17: Job data 
Job‐Name  Restart from Nonlinear Run  CPU‐Time  Host System 

EigenI_M44_Evol17  A151_NEWTON_Evol17a_Imp 
STEP 3/INC 44 (LPF=1.44) 

5 Hours 
(=Wall clock) 

Altix350 
(4 CPU’s used) 

LPF = Load Proportionality Factor 

 

Table  21‐18  presents  the  smallest  10  eigenvalues  and  the  description  of  the  appearance  of  the 
corresponding  eigenmodes. Additionally,  the  load  levels  associated with  the  bifurcation  points  are 
extrapolated. 

Table 21‐18: Smallest Eigenvalues based on Results of Nonlinear Job 
A151_NEWTON_Evol17a_Imp, extracted at LPF=1.44. 

EigenI_M44_Evol17: Eigenvalue Extraction at STEP 3 / INC 44 (LPF=1.44) 

Mode  Eigenvalue  Location (OS=Outer Skin)  Bifurcation Point 
1  0.0002  VEB, Skin, Cone Q4  1.440 

2  ‐0.2972  JAVE, OS, Q1, UV‐Panel  1.143 

3  0.3116  VEB, Skin, Cone Q4  1.752 

4  0.3571  JAVE, OS, Q1, UV‐Panel  1.797 

5  0.3580  JAVE, OS, Q3, UBnB‐Panel  1.798 

6  ‐0.3935  JAVE, OS, Q2, UBnBV‐Panel  1.047 

7  0.4285  JAVE, Frame 7, 0°  1.869 

8  ‐0.4368  VEB, Skin, Cone Q4  1.003 

9  0.4952  JAVE, Frame 7, 0°  1.935 

10  ‐0.5062  VEB, Skin, Cone Q4  0.934 
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In Table 21‐18 it is visible that the first eigenmodes 1‐10 appear at the VEB as well as at the outer‐skin 
within  the  JAVE. The  eigenmode of  the  zero‐eigenvalue  (λB1B=0.0002) occurs  at  the  end of  the  conical 
structure within the VEB, illustrated in Figure 21‐21.  

In  this  regard  it  is  explicitly mentioned  that  the  eigenvalues  associated with  the  JAVE modes  are 
negative and therefore they are related to load reversal.  

 

Figure 21‐21: Eigenmode associated with Zero‐Eigenvalue 1 (λB1 B=0.0002) of 
Eigenvalue Extraction “EigenI_M44_Evo17” at STEP 3/INC44 (LPF=1.44) 

According  to  Table  21‐18,  it  is  visible  that  the  next  equilibrium  bifurcation  is  characterised  by 
eigenmode 3 appearing again within the conical structure Q4. The corresponding bifurcation point is 
predicted to be at LPF=1.75. The difference to eigenmode 1, which is representing the zero‐eigenvalue, 
is established by a slight rotation about the vertical axis. Therefore it can be stated that eigenmode 1 is 
reproduced at a higher load state by a small change of the circumferential position of the amplitude.  

For  the  definition  of  an  imperfect  reference  state  only  eigenmode  1  is  selected  and  introduced  as 
follows: 

Table 21‐19: Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 
Job‐Name  Modes for establishment of Imperfect Reference Configuration 

EigenI_M44_Evol17  Mode 1 (magnified to Amplitude 1.5 mm) 

 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

424 

21.5.3.6 Summary of Establishment of Imperfect Reference Configuration 

In Table 21‐20, the selection of those eigenvalue extractions are summarised which are defined for the 
establishment  of  the  final  imperfect  reference  configuration  applied  to  job 
“A151_NEWTON_Evol20a_Imp” (reference to section 21.5.2).  

Table 21‐20: Summary of Eigenvalue Extractions for Establishment of Final 
Imperfect Reference Configuration of job “A151_NEWTON_Evol20a_Imp” 

Eigenvalue Extraction  at LPF  Selected Modes  Location 
„EigenP_M14“  0.281  14, 20, 3, 10, 15, 7, 13, 17  Tank Platform, VEB 

„EigenI_M28“  0.866  1, 5, 36, 41, 43, 42, 21, 49, 35, 14, 
23, 33, 24, 48, 38, 34, 20, 47, 40 

Outer‐Skin, JAVE 

„EigenI_M18_Evol16“  0.664  1,2  End of Cone, VEB 

„EigenI_M44_Evol17“  1.44  1  End of Cone, VEB 

Superposition and Magnification ⇒ Final Imperfect Reference Configuration 

 

21.6 Summary and Conclusion 

21.6.1 Summary 
Sections 21.1 and 21.2 introduce the ARIANE 5 Frontskirt (JAVE) and its adjacent structures. 

Section 21.3 presents the characteristics of the mathematical model, including the definition of 

• Material Models 

• Loadings 

• Geometric‐ and Physical Imperfections 

• Analysis Technique 

Section 21.4 defines the solution method and the discretisation. 

Section 21.5 discusses  the analysis  results. Thereby,  the  compliance with  the  safety  requirements  is 
introduced for one analysis run in detail.  

21.6.2 Conclusion 
It is  justified that the predicted critical load state LPF=1.63, is closely related to a failure point in the 
JAVE. This is derived by the investigation of the appearance of local plasticity at the outer skin area, 
which converges closely to the range of the design allowable limits. 

Apart  from  these  local  areas  closely  spaced  to  the DAAV  the whole  JAVE‐C  is  characterised  by  a 
materially linear response. 

Therefore  it  is  justified  that  the postulated safety  requirement LPF  ≥ 1.50  is met.  In  this  regard  it  is 
explicitly  mentioned  that  this  requirement  is  only  related  to  the  justification  against  buckling 
(requirement of general specification SG1‐10). Additionally performed analyses, which investigate the 
limiting conditions caused by connections (e.g. rivets, bolts) are not presented in this chapter. They are 
justified on basis of generated sub‐models. According to the stipulated safety requirement LPF ≥ 1.50 
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on  the  ultimate  load  conditions  it  is  however  ensured  that  failure  by  instability  would  appear 
distinctively after appearance of  local  failure  caused by  the violation of  strength  requirements  (e.g. 
rivet failure). This statement has been validated by qualification tests.  

The prediction of the load proportionality factor refers to an imperfect reference configuration, which 
is  established  on  basis  of  selected, magnified  and  superimposed  eigenmodes.  Investigations with 
respect  to  different  imperfection  amplitudes  show  no  significant  influence  on  the  predicted  LPF. 
Therefore, the front skirt can be classified as imperfection insensitive against the investigated critical 
load case. 

21.7 Abbreviated Terms 
The following abbreviated terms are defined and used within this Chapter: 

Abbreviation  Meaning 
ALRS  Axial Load Reaction Structure 

BLIS  Booster Load Introduction Structure 

DAAV  Thrust Rib 

LPF  Load Proportionality Factor 

MISS  Minor Interface Support Structure 

PEEQ  Equivalent Plastic Strain 

RIE  Tank Central Stage 

RLRS  Radial Load Reaction Structure 

STN25  Upper boundary 

STN28  Lower Boundary 

VEB  Vehicle Equipment Bay 
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22 
Buckling Analysis and Qualification Static 

Load Testing of VEGA Interstage 1/2 
Structure 

22.1 Overview 
As  part  of  the VEGA  program, Dutch  Space  B.V.  is  responsible  for  the  design,  development  and 
manufacture of  the  Interstage 1/2, a  cone  shaped  structure  joining  the 1P

st
P Stage P80 SRM  to  the 2P

nd
P 

Stage Z23 (Zefiro) SRM and incorporating the separation system for the 1P

st
P Stage separation. 

The overall height of the Vega Interstage 1/2 is 2.1 m, the Top interface ring diameter is 1.9 m and the 
Bottom interface ring diameter 3.0 m. The Interstage 1/2 is constructed from aluminium and designed 
and built applying conventional technologies. 

The design of the Interstage 1/2 is driven by a requirement for high overall stiffness. In order to meet 
the  stiffness  requirements,  a  construction  with  relatively  thick  panel  skins,  6.3  mm  is  required. 
Doublers, thickness 3.2 mm are applied around cut‐outs and extend beyond the edges of the panels to 
form  the  panel  interconnection  joints.  A  monocoque  aluminium  construction  is  selected  for  its 
simplicity and because it equally meets the requirements for high stiffness, albeit that strength is then 
compromised through a lower buckling stability. 

Many large openings exist in the Interstage 1/2 on account of the separation retro rockets and access 
provisions  for pre‐launch  integration and  servicing activities. These openings  severely disrupt  load 
paths  through  the  primary  load‐carrying  structure,  so  that  buckling  strength  cannot  be  accurately 
predicted  using  classical  design  formulae.  Detailed  geometrical  nonlinear  analyses  using  Finite 
Element modelling techniques are therefore applied.  

This chapter presents the details of the buckling analyses and static strength testing of the Interstage 
1/2  for  the Vega  Launch Vehicle.  The  Interstage  1/2  is  constructed  as monocoque  and  is  buckling 
critical, hence the need to obtain accurate predictions for buckling strength. 

To  guarantee  a  reliable  prediction  of  the  critical  buckling  load  the  expected  manufacturing  and 
assembly  imperfections, and  the general  sensitivity of  the  type of  structure  for buckling  failure are 
included in the analysis.  

These  effects  can  be  incorporated  in  the,  largely  empirically  based,  “knock‐down”  factors.  The 
literature provides us with many examples of analyses and correlations with  test data,  from which 
estimates for knockdown factors can be derived. Values quoted generally range between 0.33 and 0.65, 
depending on the detail of analyses and tests and estimated buckling sensitivity of the structure. For 
the  development  of  the  Interstage  1/2  as  monocoque  structure  with  complex  load  paths  it  is 
considered essential that an accurate analysis of buckling stability be performed and that its sensitivity 
for initial imperfections be well understood.  
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Two approaches are applied for evaluation of the structure’s sensitivity to initial imperfections. In the 
first approach, a knock‐down factor is derived by performing a sensitivity analysis using the SRA200 
program [1]. The analysis, based on Koiter’s asymptotic theory, calculates the Koiter constants “a” and 
“b”, from which the knock‐down factor is derived. Two configurations of Interstage 1/2 are evaluated 
applying  this approach, namely  the monocoque construction and a version with blade stiffeners.  In 
the second approach using MSC. Nastran no knock‐down factor is used but instead the imperfections 
are applied directly in the analysis model as initial displacements. The displacements are modelled as 
the buckled  form  scaled  to half  the  cone  skin  thickness. The  scaled buckled  forms of  the  first  four 
modes, obtained from nonlinear buckling analyses, are applied separately as initial displacements in a 
series of geometrical nonlinear buckling analyses. 

Static  load  tests were  carried  out  on  a  qualification  hardware model  of  the  Interstage  1/2  at TNO 
facilities in Delft. A structural mathematical model of the complete test set‐up was developed in order 
derive the test load correction factors and to provide final correlation of the critical buckling load and 
mode  shape. As  strength  qualification,  the  structure was  subjected  to  an  offset  compression  load 
which  induces an axial  force and bending moment on  the structure, such  that  the maximum  flux  is 
created across the weakest section of the Interstage 1/2. Two orientations of the structure were tested 
in this way and no failures were encountered up to qualification test load levels. Later, in a separate 
Rupture Test program, the structure was  loaded to failure  in order to establish the actual margin of 
safety with respect to buckling. 

22.2 Interstage 1/2 Assembly 
The  Interstage 1/2  is an all‐aluminium structure assembled  from rolled panels and  three main rings 
machined  from  forgings. Two of  the  rings comprise  the bolted  ring  interfaces with  the LV adjacent 
structures, P80 SRM and Z23 SRM, the third ring is the so‐called separation ring separating forward 
“Fwd” and “Aft” parts of the Interstage 1/2. The separation ring further accomodates the pyro‐cutting 
cord system which is fired for 1P

st
P Stage separation, cutting through a frangible section in the ring. At 1P

st
P 

Stage separation the structure is cut through at the frangible section by the activation of a pyro‐cutting 
cord device after which, six(6) Retro Rockets, positioned in the Aft Part of the Interstage 1/2, are fired 
to ensure that the 1P

st
P Stage is safely manoeuvred away from the 2P

nd
P Stage. 

The  cone‐shaped  Interstage  structure  is  further  stabilized  against  buckling  by  four(4)  internal 
ringframes (three in the Aft Part and one in the Fwd Part). The ringframes are positioned to coincide 
with the upper and lower edges of cut‐outs in order to reinforce the openings. 

Cut‐outs are provided in the cone panels; six(6) of these, in the Aft Part, are required for installation of 
the  Retro  Rockets,  while  four(4)  additional  openings  are  provided  to  allow  access  to  internal 
equipments for integration activities. 3.2 mm thick aluminium doublers are riveted to the cone panel 
skin as reinforcement around the cut‐outs but also to provide lap  joints as means to interconnect the 
panels.  The  cut‐outs  are  further  reinforced  by  longitudinal  Z‐shaped  stiffeners  bolted  along  the 
meridional edges of the openings. Twelve(12) stringers are thus provided in the Aft Part, reinforcing 
the six(6) Retro Rocket openings and four(4) stringers are provided  in  the Fwd Part reinforcing  two 
access openings. 
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Figure 22‐1: Vega Launch Vehicle showing position of Interstage 1/2 

 

Figure 22‐2: Geometrical model of Interstage 1/2 

22.3 Imperfection Sensitivity Analyses 

22.3.1 Classical Buckling Load 
The classical buckling load of a truncated unstiffened perfect conical structural member loaded with a 
uniform running load along the edge with the smallest radius is according to Ref. [2]: 

( )2 2 22 cos / 3 1crit cP Ehγ π α υ= −   22‐1 

where  cα   is  the semi‐vertex angle, h  is  the wall‐thickness, E  is  the Young’s modulus and υ   is  the 
Poisson ratio. 
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The so‐called “knock down factor”  1≤γ  is generally applied to the result from equation 22‐1 to take 
into account  the  imperfection  sensitivity of  thin walled conical  structures. Multiplied by  this knock 
down factor, the buckling load then represents a safe but often very conservative estimate.  

The  estimate  for  knock  down  factor  obtained  from  [2]  is  33.0=γ .  This  applies  for  truncated 

unstiffened perfect cones under uniform applied  loads and with semi‐vertex angle  oo 7510 ≤≤ cα . 
From [3], however, an alternative estimate for the knock down factor  γ  can be obtained applying the 
expression: 

1
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where  min
1 cos c

Rρ
α

= .  

The Interstage ½ cone semi‐vertex angle  cα  is 14.17P

o
P, smallest radius  975.0min =R  m and thickness t 

is 6.35 mm, from which  1 158.4
t
ρ

= . The correspoding knock down factor applying equation 22‐2 is 

516.0=γ . 

22.3.2 Asymptotic Post Buckling Theory 
The  asymptotic  post  buckling  theory  of W.T. Koiter  [4]  is  applied  to  investigate  the  imperfection 
sensitivity of the VEGA Interstage 1/2 structure. The asymptotic post buckling approach, illustrated in 
Figure 22‐3, consists of the following steps: 

a. Determine the lowest bifurcation point  cλ  on the equilibrium path (see Figure 22‐3a),  

b. Determine  the  sensitivity  to  initial  geometric  imperfections  of  the  limit  point  ( sλ )  of  the 
maximum load‐carrying capacity of the structure, see Figure 22‐3b. 



ECSS‐E‐HB‐32‐24A  
24 March 2010  

430 

 

Figure 22‐3: Load‐deflection curves showing limit and bifurcation points.  

a) general nonlinear analysis, b) asymptotic analysis 

We have to solve the following equation to obtain the ratio  cs λλ /  [5] 

( ) ( )2 31 / /s c s ca bλ λ ξ ξ ξ λ λ ξ− + + =   22‐4 

The  structure  is  imperfection‐sensitive when  0a <  or when  the  combination  0=a   and  0<b   [5] 
holds. We investigate the combination  0=a  and  0<b  for the case of a conical shell. 

The calculation of knock down factors applying Koiter’s asymptotic theory is described in [4]. The so‐
called Koiter’s postbuckling coefficients a and b are calculated using an advanced version of the SRA 
programme [6] written by Gerald A. Cohen.  

In Ref. [6] the following asymptotic expansion is investigated 

( ) 2 3/ 1 ( / 1)s c s ca bλ λ ξ ξ ξ αξ β λ λ ξ− = + − − −   22‐5 

Equation 22‐5 is an extension of equation 22‐4. 

In Ref. [6] expressions are provided to calculate the constants a, b, α  and β .  

For a  symmetric branching point where  0=a   and  0<b   the asymptotic  relationship between  the 
buckling load of an imperfect shell  sλ  and the imperfection amplitude δ  is given by 

( ) ( ) ( ) 01/13
2
3/1 2

1
222

3

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−+− cscs b λλ
α
βξαλλ   22‐6 

where  / tξ δ=  

In order to account for the normalization used in SRA in the following the imperfection amplitude ξ  
is normalized as follows: 

C
t⋅

=
δξ   22‐7 
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Where  δ   is  the physical RMS normalized  imperfection  and  the  factor C  is  calculated by  the  SRA 
program.  

In Figure 22‐4  for given  /α β   ratios, where α  and  β  are  the  first and  second  imperfection  form 

factors (see Ref. [7] for further details), one can read off the unknown  /s cλ λ  ratios as a function of 

given values of the parameter  ( )1/ 22 2bα ξ− . 

 

Figure 22‐4: Critical loads of imperfection sensitive structures: [Plots of  CS λλ  vs 

( )2
1

22ξαb−  for various ratios of  αβ ] 

22.3.3 Analyses Applying SRA Programs 

22.3.3.1 Overview 

The imperfection sensitivity analyses are performed applying the following series of SRA programs: 

SRA 200 computes  the nonlinear  large deflection stress and displacement response  to axisymmetric 
torsion‐less  loads. The nonlinear  response  is  computed  by  an  iterative process  based  on Newton’s 
method 

SRA 201 is used to determine the asymmetric (harmonic) buckling modes of axi‐symmetric torsionless 
pre‐buckling  states.  Geometrically  speaking,  the  method  used  consists  of  seeking  bifurcation  of 
fictitious equilibrium states on the tangent to nonlinear load‐deformation curve at a load level λ .  

SRA  202  is  used  to  determine  the  initial  post  buckling  behaviour  and  imperfection  sensitivity  of 
unique  harmonic  bifurcation  buckling modes  of  axi‐symmetric  torsionless  pre‐buckling  states. The 
program is based on Koiter’s first‐order imperfection theory which predicts the buckling load knock 
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down  cs λλ /   due  to  small  imperfections  in  terms  of  the  second  post  buckling  coefficient  b  and 
imperfection form factors α  and β . The knock down factor can be obtained from Figure 22‐4. 

Two  configurations  of  Interstage  1/2  are  analysed, namely  the monocoque  and  a  stringer‐stiffened 
version. (The stringer‐stiffened version is analysed as trade for an alternative design concept for which 
the panels would be manufactured by shot‐peening). 

22.3.3.2 SRA Analysis Models 

For  the  SRA  analyses  of  the  stringer‐stiffened  structure,  the  Interstage  1/2  is  assumed  to  have  72 
longitudinal stringers in the Aft Part and 60 stringers in the Fwd Part. The overall dimensions of the 
monocoque and stringer‐stiffened structure are the same and are as follows:‐  

a. Bottom radius R=1490 mm 

b. Top radius R=927 mm 

c. Meridional length L=2211 mm 

The main  interface  rings  and  intermediate  ring  frames  are modelled  by  their  representative  areas, 
second moments of area and off‐sets from the generator.  

The cone is simply supported at its base and radially supported at the Top I/F Ring. 

Elasticity modulus is E=70 GPa and Poisson’s ratio  3.0=ν  

A  skin  thickness  t=6.35 mm  is  applied  for  the monocoque  version  but,  for  the  stringer‐stiffened 
version, the skin thickness is reduced to 5.4 mm, compensating for the material in the added stringers, 
thus obtaining the same cross‐sectional area. The stringers in both Fwd and Aft Parts are assumed to 
have a height of 27 mm and width 5 mm. 

22.3.3.3 SRA Analysis Results 

Analyses are performed for an axial line load of  65.1 EN =  N/m applied at the Top ring.  

The results of the two sets of analyses are summarized in the Table 22‐1.  

Table 22‐1: SRA analysis results for monocoque and stringer‐stiffened IS1/2 
cone structures 

Parameter  Value calculated by SRA 
  Monocoque  Stringer 

stiffened 

B Cλ B 1.1902  1.429 

CN   1.785*10P

6
PN/m  2.144*10P

6
PN/m 

b   ‐11242  ‐2123 

α   0.1519  0.2031 

β   0.2149  0.1850 

C   0.3520  0.2815 

 

Having determined the values of the coefficients, we can solve equation 22‐6. 
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The  knock  down  factors  cs λλ / (KDF)  are  presented  in  Figure  22‐4  as  function  of  the  parameter 

( )2
1

22ξαb−  where ξ  is a function of the RMS imperfection δ  (see Eq. 22‐7).  

( 100=δ % means that the RMS imperfection is equal to the cone skin thickness). 

The  imperfection  sensitivity  trends are shown  in Figure 22‐5  for both  the monocoque and  stringer‐
stiffened shells. The stringer‐stiffened conical shell shows generally lower knock down factors due to 
imperfections. Furthermore,  the  classical buckling  load  is  approximately  20% higher  for a  stringer‐
stiffened cone. 

 

Figure 22‐5: Comparison imperfection sensitivity monocoque and stringer 
stiffened shell 

22.4 Finite Element Analysis 

22.4.1 Structural Mathematical Model 
The structural mathematical model is a very detailed and highly representative MSC.Nastran model, 
representing all structural elements of the Interstage 1/2. Panels are modelled applying QUAD4 shell 
elements, and the three main rings are represented by HEXA solid elements; thus the offset at the ring 
connection joint is realistically modelled for buckling analysis. 

The ring frames are modelled as BEAM elements with appropriate section properties. 

BEAM elements are also used to model the stiffeners running along the edges of the openings. 

Equipments and retro rocket units are included in the structural mathematical model as concentrated 
masses (CONM2), so that local inertia loads can be combined with the main thrust loads in analyses of 
the structure. 
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Table 22‐2 presents the maximum total number of Grid points and Elements in the model of the Vega 
IS1/2. 

Table 22‐2: Quantities of elements and GRIDS used in FEM 
Type of 
element 

Total Number 
of mesh points 
used 

GRID   63669 

QUAD4  31262 

CONM2  110 

BEAM  736 

HEXA  16558 

 

22.4.2 Buckling analyses of flight configuration 
Linearized  and  nonlinear  buckling  analyses  are  performed  in MSC.Nastran  applying  the  detailed 
structural mathematical model. The boundary  conditions  represent  the  flight  configuration,  i.e.  the 
local  flexibilities  of  the  structures  adjacent  to  Top  and  Bottom  rings  are  modelled  by  including 
portions of the Z23 SRM and P80 SRM Stages in the overall model. 

The  SOL  106  solution  method  of  MSC.Nastran  is  applied  for  the  nonlinear  buckling  analysis. 
MSC.Nastran  provides  SOL  106  as  a  ʺstructuredʺ  solution  sequence  for  nonlinear  static  analysis, 
which facilitates restarts from intermediate analysis results. 

This  sequence  provides  an  incremental  procedure  (conventional  Newton‐Raphson’s method)  and 
path‐following procedures (Arc‐Length methods). The nonlinear equations are solved by continuation 
methods, also known as incremental‐iterative methods or path‐following methods. These methods are 
designed to compute the load‐deformation paths from the governing (discretised) equations.  

For  the analyses,  the worst  combination of  flight  loads  is applied. This  consists of  the main  thrust, 
shear and bending moment on the structure, supplemented by local inertia loads on equipments and 
aerodynamic loads on protuberances. A “surflux” component corresponding to 15% of the maximum 
compressive flux on the Top I/F flange is also included, allowing for peak loads from the Z23 adjacent 
structure. 

The buckling analysis is performed in two mains steps. 

A  nonlinear  buckling  analysis  is  first  performed  applying  an  “envelope”  load  case  comprising  a 
uniform  compressive  load  simulating  the maximum  flux  at  the Top Ring  I/F. The  purpose  of  this 
analysis is two‐fold: firstly, we use it to identify the weakest side or section of the structure so that the 
loading direction can be determined for subsequent analyses applying a “worst‐case” combination of 
axial,  shear  loads and bending moment. The  second purpose, or usage,  is  the determination of  the 
buckling mode shapes to be applied as assumptions for the shape of initial imperfections in the cone 
structure. A summary of the results is shown in Table 22‐3. 

Having established which side of  the  Interstage 1/2  is most sensitive  for buckling  failure,  the worst 
loads combination is set up so that the maximum shear load and bending moment produce maximum 
compressive  flux  in  that  side of  the  structure. The 15%  surflux  supplement,  equipment  inertia and 
aerodynamic pressure  loads  are  added  to  complete  the  load  set which  is  then  applied  in a  second 
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series of buckling analyses.  In  this  series,  initial  imperfections are  simulated based on  the buckling 
mode shapes computed from the first analysis with uniform axial load.  

The flight limit levels of the main axial, shear loads and bending moment are applied as initial loads in 
the buckling analyses (see also Figure 22‐6). These loads are applied at the centre of the Top Ring I/F 
flange which is not a physical point on the structure but which is connected to the flange at 360 points 
around  its  circumference  by  “RBE2”  rigid  body  elements. The  grid point  at  the  centre  of  the  ring 
represents the independent node and the connection points around the ring are the dependent nodes. 
Loads applied at  the  independent grid point are  thus distributed along  the edge of  the  top  I/F ring. 
The  radial  translational DOF  of  the  dependent  nodes  is  not  restrained,  so  the  Top  ring  is  free  to 
deform in radial direction. 

The series of buckling analyses applying flight loads and initial imperfections consists of five analysis 
runs.  In  four  of  these  runs  a  buckling  failure  mode  derived  from  the  first  series  of  runs  with 
“enveloped” load and scaled to a maximum deformation of a half skin thickness is applied as initial 
imperfection.  The  scaling  of  the  buckling  form  to  a  half  skin  thickness,  3.15  mm  represents  a 
conservative  estimate  justified  by  manufacturing  and  assembly  tolerances  of  actual  qualification 
hardware. In a fifth and final run, the four buckling modes are combined as imperfection, again scaled 
to a half skin thickness. 

The results of the buckling analyses applying “worst case” combined loading are given in Table 22‐4. 
In the first column the mode shapes (from the first analysis) used as basis for initial imperfection are 
listed.  The  second  column  presents  the  reserve  factor  of  the  calculated  critical  buckling  load  as  a 
multiplier of the applied flight limit load levels. 

Table 22‐3: Mode shapes obtained from buckling analysis applying uniform axial 
load (mode shapes applied as initial imperfections in series of analyses with 

combined “worst‐case” loading) 
Mode #.  Buckled form 

1 

 

2 
 

3 

 

4 
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Figure 22‐6: FE model of IS1/2 and adjacent structures showing load application of 
axial thrust load and bending moment 

Table 22‐4: Results of Nastran geometrical nonlinear buckling analyses applying 
SOL 106 

Imperfection 
mode shape 

# 

Reserve factor (1 P

st
P 

failure mode) 
Buckled form 

1  1.381 

 

2  1.549 

 

3  1.644 

 

4  1.392 

 

Combined 
(1+2+3+4)  1.550 
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22.5 Test Campaign 

22.5.1 Overview 
Static testing of the IS1/2 was split into two separate campaigns, using the same test jig and test facility 
at  TNO‐Centre  for  Mechanical  and  Maritime  Structures  Delft,  The  Netherlands.  The  first  test 
conducted  in  April  2006  was  the  qualification  test  of  a  qualification  model  of  the  IS1/2.  After 
correlating  the  FE model  to  the  test data,  testing was  resumed  in August  2006,  this  time with  the 
purpose of testing the structure to final failure (see Figure 22‐7). 

22.5.2 Test Jig 
The  test  jig  is  constructed  in  steel,  including  upper  and  lower  adapter  cylinders,  simulating  the 
adjacent structures. Construction of the test  jig allows application of the main thrust load as an axial 
load along the  launcher axis but also as  load offset from the  launcher axis. The offset from  launcher 
axis  is  calculated  to  provide  the  required  axial  thrust  and  bending  moment  simulating  flight 
qualification  conditions. For  characterization of overall  stiffness properties,  the  IS1/2 was  tested  for 
pure  axial  load  and  eccentric  loading  for  two  orientations  of  the  test  article,  one  of  which 
corresponded with the worst loading direction for buckling stability. 

Since the analyses identified a likelihood of buckling failure occurring in regions adjacent to the Retro 
Rocket openings, provisions were included in the test set up to apply an additional load on one of the 
Retro  rockets,  effectively  taking  into  account  the  inertia  load  of  this  item  and  the  drag  and 
aerodynamic pressure loads on the Retro Rocket fairing.  

The  test article  is  loaded by hydraulic  jacks pulling on a central column positioned  internally  in  the 
test set‐up; the load is transferred into the test article through a 150 mm thick circular steel plate fixed 
on the top boundary cylinder. An additional hydraulic  jack inside the test set‐up applies a load on a 
retro  rocket  assembly  to  simulate  local  equipment  inertia  and  fairing pressure  loads  at  one  of  the 
openings. The extra load is applied in the direction of the Retro Rocket thrust vector with a component 
force acting normal to the skin surface.  

22.5.3 Test Correction Factors 
A qualification test is the final step in the verification process of a structure under mission conditions. 
The  qualification  covers  conditions  such  as  elevated  temperatures  during  flight  when  material 
properties are degraded but also provide validation for minimum manufacturing tolerances and the 
differences between actual flight and test jig boundary conditions. Particularly for a structure which is 
buckling‐critical,  the boundary  conditions  can have  a major  impact on  the  critical  load  and  failure 
mode. Therefore extra analyses are carried out on the structure in the test configuration to determine 
so‐called “correction factors” for application to the test loads. 

The  requirements  for derivation  of  correction  factors  are  specified  in Vega project documentation, 
following the methodology used for the development of the ARIANE 5 launcher. 

The corrected test loads are expressed by the equation: 

CQ jPP ∗= lim   22‐8 

where:  QP   is applied test load (qualification level) 

limP   is applied limit load  
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( )
σθ KK

KKKjj TadjC ∗
∗+∗∗=

1
min   22‐9 

Cj  is the corrected safety factor (see Ref. [8] for further details), applying  j =1.25 for ultimate failure 
due to general buckling. 

The constituent factors  minK  and  TK  cover thickness tolerance and temperature gradient effects and 

Kθ  and  Kσ  are material allowable corrections. The remaining factor  adjK  represents the correction 

that is used to account for the difference between flight and test boundary conditions and is obtained 
by comparing the results of analyses performed for the IS1/2 under flight and test set‐up conditions. If 

1.0adjK ≥  then this factor, like the others, also leads to an increase in the applied test load required to 

qualify the structure. 

22.5.4 FE Analyses of Test Set-up 
The FE model of  the  test set‐up  includes a detailed  representation of  the  top and bottom boundary 
cylinders and the base structure.  

The  buckling  analyses  to determine  adjK  were  limited  to  linear  bifurcation  analyses  applying  the 

Nastran SOL 105 solution method and disregarding initial imperfections. Although this approach can 
be expected to yield optimistic results, it is considered adequate to characterize the difference between 
test and flight boundary conditions. 

 

Figure 22‐7: Interstage 1/2 qualification model in test set‐up 

Analysis of the test article considers the application of the main eccentric compression load combined 
with  the  load  on  the  Retro  Rocket,  while  the  analysis  of  the  flight  configuration  includes  the 
equipment  inertia  loads,  fairing  pressure  loads  and  surflux  contributions. Results  of  the  analyses, 
expressed as reserve factors of the applied limit load, are as follows: 

For flight configuration,   lim25.2 PPcrit ⋅=   22‐10 

For test configuration,   lim51.2 PPcrit ⋅=   22‐11 

The  test  jig  factor,  adjK   is  the  ratio of  the buckling  critical  loads  calculated  for  the  test  and  flight 

configurations of the IS1/2, i.e : 
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12.1
25.2
51.2

,

, ===
flightcrit

testcrit
adj P

P
K   22‐12 

Since  general  buckling  is  an  ultimate  failure  condition,  the  safety  factor  j =1.25  is  applied.  From 
equation  22‐9,  applying  all  the  correction  factor  contributions  min ,  ,  ,  adj TK K K Kθ   and  Kσ ,  the 

corrected safety factor  cj  is found to be 1.53, i.e. qualification ultimate test load, T 

lim 1.53 1743 1.53 2667 kNQP P= ∗ = ⋅ =   22‐13 

22.5.5 Static Test results 
The Interstage 1/2 was qualification tested applying the corrected ultimate test load  QP  of 2667 kN at 

an offset 645 mm from the launcher X‐axis.  

In  the  rupture  test  subsequently  performed  in  August  2006,  the  Interstage  1/2 was  tested  to  the 
collapse load of 3034 kN. The failure mode was general buckling in the Fwd Part, extending to the Aft 
Part  in  the  region  just below  the separation  ring. The structure was  inspected after  failure with  the 
following observations: 

a. Intermediate ring in Fwd Part severely distorted (buckled) at three(3) locations, 

b. Separation ring deformed at frangible section, convex form, 

c. Fwd and Aft panels close to separation ring deformed into circumferential waveform. 

The buckled panel deformations are mapped by contour  lines drawn on  the hardware, as shown  in 
Figure 22‐8.  

 

Figure 22‐8: Deformed Interstage 1/2 structure after failure due to general 
buckling. (Each contour line represents 0.5mm deformation) 

The  failure mode  corresponds well with  the 4th buckling mode predicted by analyses of  the  flight 
structure. This mode does not give the lowest buckling load but, as can be seen from Table 22‐4, the 
corresponding critical buckling  load, reserve factor 1.392  is very close to the  lowest value calculated 
(mode 1 with reserve factor 1.381).  
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No  failure  or  permanent  deformation  was  identified  in  the  region  adjacent  to  the  retro‐rocket 
openings, the area where first buckling was predicted.  

22.5.6 Correlation between test and FE analyses 
Nonlinear buckling analyses applying  the FE model of  the  test  set‐up and  the  initial  imperfections 
modeled as a mix of the first four buckling modes scaled to a half skin thickness resulted in a buckling 
critical load,  lim5.2 PPcrit ⋅= , i.e. 4357 kN (see Figure 22‐9). This is an overestimation of the collapse 
load, 3034 kN. The FE model was therefore modified to represent the neutral surface offset of the cone 
panels  and  the  analyses  repeated. Results  then  obtained  for  nonlinear  analyses with  and without 
initial imperfections modelled as a mix of the first four buckling modes are as follows: 

With imperfections:   34860.2 lim =⋅= PPcrit kN 

Without imperfections:   373014.2 lim =⋅= PPcrit kN 

Comparing  the  above  results, we  see  that  the modelling  of  the  panel  neutral  panel  offsets  has  a 
significant effect, leading to a 20% lower, more accurate estimate for the buckling load, however, the 
analysis result is still approximately 15% higher than the test result. An explanation for this could be 
that  the modelling  of  the  imperfections  by  buckling modes  is  too  optimistic.  Comparing  the  test 
collapse  load, 3034 kN with  the analysis result, 3730 kN obtained  for  the analysis done without  the 
initial imperfections, we see that the effective knock‐down factor is 0.81.  

 

Figure 22‐9: Analysis result for general buckling of IS 1/2 in test configuration 
(correlated FE model) 

22.6 Conclusions 
The  sensitivity  of  the  IS1/2 monocoque  cone  has  been  analysed  applying Koiter’s  asymptotic  post 
buckling  theory  in  calculations  performed  in  the  SRA  programs.  Results  are  compared  with  an 
equivalent  stringer‐stiffened  structure  and  both  configurations  show  moderate  sensitivity  to 
imperfections although a stringer‐stiffened structure is found to be the less sensitive of the two. On the 
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basis of the SRA analyses and assuming an RMS imperfection of 50% of the skin thickness, a knock‐
down factor of approximately 0.7 can be justified for the IS1/2 or similar type of structure.  

In detailed MSC.Nastran FE analyses of the IS1/2 applying the geometrical nonlinear solution method 
SOL 106, initial imperfections were introduced as buckling modes scaled to a half skin thickness. The 
analyses of both flight and test configurations identified the buckling mode and  location in the Fwd 
Part where the structure finally failed during the rupture test.  

The  Interstage 1/2  is manufactured  from relatively  thick panels and  this  led  to an overestimation of 
buckling strength because the neutral surface offset was not adequately represented in the FE model. 
During correlation of the test set‐up model, the offsets were introduced into the FE model resulting in 
a better prediction but still an overestimation of the buckling strength.  

The  remaining  discrepancy  of  approximately  15%  between  test  and  analysis  suggests  that  the 
representation of initial imperfections as buckling modes scaled to half skin thickness may have been 
too optimistic. Comparison of  the  results of  the analyses of  the  test  set‐up with and without  initial 
imperfections  shows  an  effective  knock‐down  factor  of  0.93 while  the  test  demonstrates  that  the 
knock‐down factor should not exceed 0.81.  
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22.8 Abbreviated Terms and Symbols 
The following abbreviated terms and symbols are defined and used within this chapter: 

Abbreviation  Meaning 
a  First post buckling coefficient 

b  Second post buckling coefficient 

E  Young’s modulus 

R  Radius 

h  Wall thickness 

α   Imperfection form factor 

β   Imperfection form factor 

δ   RMS Imperfection normalized with respect to the wall 
thickness 

γ   Knock down factor 

cλ   Classical (critical) normalized buckling load 

sλ   Imperfect buckling load 

ξ   Imperfection amplitude  

ν   Poisson’s ratio 

cα   Semi‐vertex angle of cone 

critP   Critical buckling load 

DOF  Degree Of Freedom 

FEM  Finite Element Model 

IS1/2  Vega Interstage 1/2 

SRM  Solid Rocket Motor 

TNO  Netherlands Organisation for Applied Scientific Research 
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23 
Stability analysis of the 3rd-stage skirts of 

the ELDO-A 

23.1 Overview 
The  “ELDO‐A”  or  “EUROPA‐1” was  a  three‐stage  launch  vehicle  developed  by  several  European 
countries under the coordination of the  UEUuropean  ULUaunch‐vehicle  UDUevelopment  UOUrganization. It never 
succeeded and – after a number of mission failures – the program was cancelled in 1972, giving later 
free way for the successful ARIANE program. 

However,  the  technical  effort  of  all participants  of  the ELDO program was  not  in  vain.  It was  an 
excellent  training  period,  forming  a  European  technical  team with  sufficient  know‐how  for  future 
activities in space programs and in the management of them. 

The ELDO‐A launch vehicle (Figure 23‐1) was a three‐stage rocket with a total mass of about 110 tons. 
The first stage, built in Great Britain, was a derivative of the US ATLAS missile, having as propellants 
kerosin/LOX and a mass of about 94 tons. The second stage, a French contribution, was the successor 

of the VERONIQUE with UDMH/NB2BOB4B as propellants and a mass of 12 tons. The third stage, built in 
West Germany, had no predecessor. It was a fully new design with different, sometimes contradictory 
design  constraints. One of  them  ‘propellant mass versus  external diameter’  led  to  a  spherical  tank 
(diameter 1.63 m) in which a common bulkhead separated the two propellants. The tank was mounted 
in a cylindrical shell (diameter 2.0 m) forming a 3.8 m long, non‐pressurized skirt with a mass of 3.7 
tons.  

Main concern of  this Large Example  is  the design and  the analysis of  the cylindrical shell above as 
well as the structural qualification tests serving to verify the design. 

23.2 Structural description and design aspects 
Due  to  kinetic  heating  the  very  first  thermal  analyses  predicted  skin  temperatures  up  to  400°C. 
Therefore, aluminium alloys were excluded as materials for the external structure. In consequence, the 
external load‐carrying shell was built up of three parts, see Figure 23‐1:  

• Upper part: Ti 13.11.3 titanium alloy 
Foreseen, to attain the orbit together with the pay‐load 

• Middle part: AISI 301 ½ hard, transversal, stainless steel 
Foreseen, to be jettisoned soon after the separation from the 2P

nd
P stage 

• Lower part: AISI 301 ½ hard, transversal 
Same design as middle part. Fixed at bottom cross‐section  to  the 2P

nd
P stage, using radial bolts, 

each fitted individually during assembly. The top cross‐section of the lower part was prepared 
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for the stage separation having a fitted plane inter‐section to the middle part and a connection 
to it via 12 axial, explosive bolts. 

All  three parts  (skirts) were manufactured  from  thin metallic  foils  forming an orthotropic  stiffened 
shell. The  shell  consists of an axial,  semi‐circular  corrugation  (see Figure 23‐2) of a  thin  cylindrical 
shear skin, stiffened by stiff rings with closed hat‐profile cross‐section, which are built up from thin 
foils as well. The pitch of the rings is 100 mm.  

All  these  thin‐foiled  elements  are  joined  together  by  electrical  point‐welding  and/or  line‐welding. 
Inside of the ring frames installed are stiffening bulkheads in order to prevent the cross‐section from 
shape deformation. 

 

Figure 23‐1: The ELDO‐A (or EUROPA 1) launch vehicle and its third stage 
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Ring stiffener pitch is 100 mm 

Figure 23‐2: Design of the external shell structure of the third stage.  

23.3 Input data 

23.3.1 Material 
The characteristics of  the materials used – as specified by  the ASME – can be seen  in Table 23‐1. A 
special and astonishing characteristic of the stainless steel foils is that the yield strength in transversal 
direction is twice of that in the rolling direction. Because the width of the rolls was less than the length 
of the middle part an overlapping became necessary for the fabrication. 
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Table 23‐1: ELDO‐A, material properties of the orthotropic shell 

 

Table 23‐2: Material properties from Bruhn [1] 

 

The stress‐strain curve was also measured in‐house (see Figure 23‐3). However, for all the analyses the 
values specified in the Table 23‐2 were applied. 

Sheet 
material 
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Figure 23‐3: Stress‐strain curves of the materials used (measured in‐house) 

23.3.2 Loadings and dimensioning load cases 
Three dimensioning load cases (LC) have been defined [2]: 

• LC‐1: Launch preparation  and  ignition/release,  taking  into  account Kármán vortex  shedding 
excitations 

• LC‐2:  Jet  stream  wind  loads  in  11  km  altitude,  taking  into  account  mission  profile,  axial 
acceleration, drift, gusts, and vehicle aerodynamics 

• LC‐3:  End  of  2P

nd
P  stage  flight,  taking  into  account  the  axial  acceleration,  a  small  lateral 

acceleration,  and  the  high  skin  temperature  due  to  kinetic  heating  (significant  aerodynamic 
loadings do not exist at this altitude). 

It was found that for shell stability LC‐2 is the most relevant load case [3]. In LC‐2, in addition to the 
bending moment also ‐ in this case alleviating ‐ warping loads are considered which are generated on 
the  relatively  long  non‐pressurized  cylindrical  shell  through  the  cross‐flow‐induced  ovalizing 
aerodynamic  loading. The maxima of  the unit  loads of  the axial  fluxes are plotted  for  the generator 
location  ( πϕ = )  in Figure  23‐4. They were  reduced  later  to  a  reasonable  level. The wind‐induced 
loads  were  actually  checked  prior  to  each  launch  by  pre‐launch  load  checks  based  on  local 
atmospheric wind measurements via meteorological balloons. 
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LC‐2 ”Flight in 11 km altitude”, time 66 sec,  x& =1.63 Mach, 1000 kg payload: Considered 
are axial acceleration, wind and gust, drift, bending moment(static + dynamic) and 

ovalizing (warping) stresses.  

 

  
a) Distribution of axial flux components over axial length of launcher 

 
b) Distribution of axial flux components over hoop at cross section A‐A 

Figure 23‐4: Axial fluxes in the generators  0=ϕ  and πϕ = . First estimates. 
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LC‐3  is mainly  relevant  for  the  stresses  in  the heated  skin. For  this purpose, beside  the mechanical 
stresses thermal stresses are considered, too, see Figure 23‐5. When calculating the resulting stress at 
design ultimate load level (linear analysis permitted), 

therultDLLsult j σσσ +⋅=Re,   23‐1 

Thermal stresses are not factorized. They are computed from the equation 

21 5.128.24 TTther ∆⋅+∆⋅≈σ  [ 2/ cmkp ]     23‐2 

 

LC‐3”Flight at the end of the 2nd stage propulsion” 

( )2 21 kp/cm 9.807 N/cm 0.098 MPa= =  

 

 
 

Figure 23‐5: Evaluation of the thermal stresses 

23.3.3 Analysis of material behaviour 

23.3.3.1 Overview 

In order to perform inelastic analyses the Ramberg/Osgood (R/O) relationship [4] is applied, however 
at first, in an application form which uses the secant yield stress as reference stress sσ . The advantage 

of  this  type of  equation  is  that, once  the value of  sσ  has been determined, only  a  single material 
dependent  parameter  exists,  termed  the  R/O  exponent  n ,  thus  making  graphic  representations 
simpler,  because  less  curves  are  required. Usually  sσσ =7.0   is  used,  because  for many metallic 
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materials  7.0σ  approximates  the widely used 0.2 % yields strength 2.0cR . Especially  in buckling  the 

curves are often made non‐dimensional with 7.0σ . 
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The doubly dimensionless R/O stress‐strain relationship becomes, 
n
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with the R/O‐exponent, 

)ln(
)717ln(1
85.07.0 σσ

+=n     23‐5 

which are derived  from  test data and may be  found  for various  light‐weight materials  in  the MIL‐
HDBK‐5 [4]. Values of n are based on average (typical) R/O curves. And finally,  

  EE ⋅= 7.07.0 ,  EE ⋅= 85.085.0 .        23‐6 

For  the  inelastic  analyses,  also  the  tangent modulus  and  the  secant modulus  are needed. They  are 
obtained, see Figure 23‐6, 

• Tangent modulus  as  the  instantaneous  slope  of  the  stress‐strain  curve  (for  comparison  the 
classical R/O relationship – needed later ‐ is added here) 

 
1

7.0

1

2.02.0

tan

7
31002.01

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅+

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅+

== nn

cc

n

E

R
σ

R
En

E
εd
σdE

σ
σ

 
23‐7 

• Secant modulus is the instantaneous ratio of stress to strain (see Figure 23‐6, left diagram) 
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• Of further interest for stability design is the strain formula 

  tansec/ EEst ⋅= σε       23‐9 

Under the condition of uniaxial loading, the absolute value of the ratio “lateral strain to axial strain” in 
the elastic region (Poissonʹs ratio) is  elνν = . Entering the plastic range, the value of ν  increases up to 
0.5 while increasing stress. For stability analyses (compression, shear) of metallic materials it is usually 
applied in the plastic region as 

  ( )elE
E

νν −−= 5.05.0 sec        23‐10 

 Another R/O relationship  is necessary  for analysis when  the R/O exponent  is not known. Here,  the 
U‘classical’ R/O relationship U is used (see Chapter 7): 

 
n
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In principle, the Eqs.23‐11 through 23‐13 are valid for tension and compression. However, for the most 
often  ductile  behaving  light‐weight materials  a  tensile  strength  t

mR   together with  the  associated 

permanent  strain  usA   at  m
t
m RR ≡ ,  to  be  inserted  in  %,  exists  only,  but  not  the  compressive 

equivalent. Therefore  in  the  compressive  case,  the R/O  exponent has  to be determined via Eq.23‐5. 
This  is sufficient  for  the classical stability analyses which practically are bound  to small permanent 
strains or to the level  2.0cR  respectively. 

 

Figure 23‐6: Stress‐strain curve description by Ramberg‐Osgood 

23.3.3.2 Application to ELDO-A materials: 

AISI  301  ½  hard,  transversal,  input  data:  ,812MPaRm =   ,7472.0 MPaRc =  

MPa7477.0 =σ , MPa66885.0 =σ ,  MPaE 159800= ,  6.8=n  

Titanium alloy Ti 13.11.3, input data:  ,980MPaRm =   ,8502.0 MPaRc =   MPaE 91000= ,  7.13=n  

yields the curves shown in Figure 23‐7. 

a) AISI 301 ½ hard, transversal,    b) Titanium alloy Ti 13.11.3 

Figure 23‐7: Ramberg‐Osgood‐mapped stress‐strain curve with visualization of the 
functions  ( ) tan tan sec tan,  / ,  /stE E Eε σ ε σ ε σ= = ⋅   
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23.4 Stability failure modes and load-carrying capacity of 
the shell 

Figure 23‐8 shows the failure modes of a stiffened compression‐loaded orthotropic shell: 

• General instability: 
With  eigenmodes  including  both,  ring  deformation  and  stringer  deformation.  This  stability 
failure mode  is analyzed with  ‘smeared’  stiffness; plasticity  is  considered. Rings  (frames) are 
modelled like springs. 

• Panel instability: 
Buckling  of  the  stringers  as  elastic‐plastic  columns with  rings  keeping  their  form.  For  this 
analysis the Euler‐Johnson concept is applied 

• Crippling as local failure of the stringer profile: 
Estimation by empirical methods 

When dimensioning, it is desirable to have a considerable distance between the three stability failure 
mode  levels. Otherwise,  the  three modes  come  closer  to  another  due  to  the  fact  that  joint  failure 
probability comes to act.  

Usually, the crippling level is chosen as first. With this value, panel instability can be sized on stiffness 
and  ring  pitch,  applying  the  Shanley  formula  [5].  Dimensioning  for  general  instability  (global 
buckling)  –  based  on  smeared  stiffness  values  and  appropriate  knock‐down  factors  (KDFs)  ‐  is 
expected to show sufficient margins of safety (MoS) with respect to panel instability. 

So,  the  lay‐out of  the orthotropic ELDO  shells  followed  the  following  sequence: beam buckling→  
crippling→  global buckling, as pointed out in the paragraphs before.  

 
a) General instability with stringer and ring deformation 

b) Panel instability with buckling of the stringers between the rings (rings remain circular) 

c) Crippling as local failure of the stringers 

Figure 23‐8: Failure modes of a stiffened cylindrical orthotropic shell under axial 
load 
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23.5 Local failure of stringer profiles under compression – 
elastic local buckling and elastic-plastic crippling 

23.5.1 AISI steel 
The  crippling  strength  of  the  semi‐circular  corrugation  can  be  estimated  to  be  equal  to  the  elasto‐
plastic buckling strength of the corresponding thin‐walled isotropic cylindrical shell with usual shape 
imperfections. In order to take into account the  influence of the shape  imperfection scatter statistical 
KDF’s are established by several authors, see also Chapter 9. Two of them are given here, both deliver 
values for p = 99% survival probability (reliability), visualized in Figure 23‐9: 

• Almroth [6] for aerospace quality (cut‐off at  1=ρ ): 

  54.0)//(48.6 tR=ρ ,     23‐14 

• DASt013 [7] for civil engineering standard quality: 

  tR /100/20.5 +=α .     23‐15 

Thereby it is assumed that the sample fully reflects the basic population (same standard deviation and 
mean  value).  In  other words,  the  confidence  level when  transferring  from  the  sample  to  the  basic 
population is 100%. 

 

Figure 23‐9: KDF suggestions from Almroth,  ( )ρ , and DAST‐013,  ( )α  

Taking  the  fact  into account  that  the  fabrication method  (electric  resistance point‐welding and  line‐
welding) does not lead to low imperfections the more conservative KDF α  is taken. 

Using the classical shell stability formula  

  RKDFtEcritD /605.0 ⋅⋅⋅=σ         23‐16 

with the actual dimensions of the steel corrugation  

6 R mm= ,  0.15 t mm= ,  159800 E MPa= ,  1 0.15 t mm= ,  2 0.1 t mm=  

and with the KDF from the DASt013 of   439.0== αKDF  

the critical buckling stress becomes 

    0.00665 1063 critD E MPaσ = ⋅ =  

and the critical elastic strain 

    %665.000665.0 ==critDε . 
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The  corresponding  critical  plastic  stress  can  be  obtained  from  the  curve  stε   of  Figure  23‐7a  as 

. 655 cr pl MPaσ = .  

The effective axially smeared thickness reads 

  3/2/ 21 ttt x +⋅= π .         23‐17 

Herein it is respected that the very thin skin  2 0.1 t mm=  works far beyond its critical stress. This is 
considered, referring to Marguerre’s effective width formula, by taking only 1/3 tB2B. 

After multiplication with  xt the effective plastic crippling flux  

, , 0.269 655 / 176 /cripp cr plD x cr pln n t N mm N mmσ= = ⋅ = ⋅ =    23‐18 

can be computed.  

In order to remove the uncertainty, crippling tests have been performed with appropriate specimens 
and decisive design values evaluated from the sample. The statistical scatter of the sample was partly 
generated due to the highly non‐uniform stress distribution faced in the performed tests (see section 
23.8). 

The fixed crippling fluxes are finally  

• Specimens without overlapping:  , 150 /cripp testn N mm= (p=50%), or 145 (p=99%) 

• Specimens with overlapping:  , 145 /cripp testn N mm= .(p=50%), or 140 (p=99%). 

23.5.2 Titanium 
With the actual dimensions of the titanium corrugation  

6 R mm= ,  91000 E MPa= ,  1 0.20 t mm= ,  2 0.20 t mm=  

and with the KDF from the DASt013 of   439.0== αKDF  

the critical buckling stress becomes 

    0.00981 716 critD critD E E MPaσ ε= ⋅ = ⋅ = . 

The  corresponding  critical  plastic  stress  can  be  obtained  from  the  curve  stε   of  Figure  23‐7  as 

MPaplcr 716. =σ .  

With the effective axially smeared thickness  

  1 2/ 2 / 3 0.38 xt t t mmπ= ⋅ + = ,    23‐19 

after multiplication with  xt , the effective plastic crippling flux  

, , 0.38 716 / 272 /cripp cr plD x cr pln n t N mm N mmσ= = ⋅ = ⋅ =   23‐20 

can be computed. 

The design decisive value, however, is taken from the test results. So, the fixed crippling flux is finally 
(see Figure 23‐14) for  

• specimens without overlapping:  , 210 /  cripp testn N mm= ( )50%p =   

• specimens without overlapping:  =testcrippn , 175 /  N mm   ( )99.9%p = . 
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23.6 Panel instability: Elasto-plastic buckling of the 
stiffened shell between the ring frames 

23.6.1 Assumptions:  
The following is assumed: 

⎯ The stiffened shell can be modelled as a column 

⎯ The ring frames remain circular 

⎯ The Euler‐Johnson method can be used. 

The slenderness of the column is defined as ‘length over radius of gyration’ 

  /r xL rλ =      23‐21 

The critical elastic‐plastic column stress is 

 
E

cripp
crippcol ⋅

⋅
⋅−= 2

22

4
1

π
λσ

σσ     23‐22 

with the crippling stress as the value at  0=λ  

   crippcol σσ =  .      23‐23 

Eq. 23‐22 is a parabola joining the Euler hyperbola at  crippσ⋅5.0 .  

Transferring Eq. 23‐22 with the corresponding elastic strains 

  Ecolcol /σε = ,  Ecrippcripp /σε =     23‐24 

results in 

  )4/( 222 πλεεε ⋅⋅−= crippcrippcol     23‐25 

which is plotted in Figure 23‐10. 

23.6.2 Application to AISI steel corrugation: 
For  the  steel  corrugation  the  crippling  stress  is  the  value  found  in  the  sample  test.  This  value  is 
evaluated from a sample composed of ten crippling test specimen results. As levels for  %50=p  and 

%99=p  (of the population) are obtained  

50%( , ) (150 / ,  557 )cripp crippn N mm MPaσ = , 

99%( , ) (125 / ,  464 )cripp crippn N mm MPaσ = . 
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Figure 23‐10: Parametric Euler‐Johnson diagram for strains 

In detail, the analysis with the average value (50%) will be shown: 

For  557 cripp MPaσ = an Euler‐Johnson stress curve is plotted in Figure 23‐11. 

Then, with the data 

100 l mm= ,  4.43 xr mm= ,  6.22=redλ ,  159800 E MPa= ,  0.269 xt mm=    

The intersection of the Euler‐Johnson stress curve with  redλ  delivers  

6.532=colσ  and  0.269 532.6 143 /coln mm MPa N mm= ⋅ = . 

 
Steel corrugation (AISI 301 ½ hard, transversal) 

Boundary conditions SS/SS (simply supported) 

Figure 23‐11: Euler‐Johnson column stress curve  )(λσ for the ELDO‐A,  

For the analysis above it was assumed, that the ring frames at both ends of the corrugated panels keep 
their circular form and ensuring by this the boundary conditions SS/SS, here conservative. In order to 
fulfil this condition the required in‐plane bending stiffness can be estimated via Shanley’s formula [5] 

   
4

( )
1273

ult
Shanley

R

N RI E I E
L

⋅
⋅ = ≤ ⋅

⋅
 .      23‐26 

With the input data  

1000 R mm= ,  100 RL mm= ,  159800 E MPa=  

and from Table 23‐3 

143 /ult colN n N mm= =    or    120 /ult colN n N mm= = . 
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this leads to 
37029 ShanleyI mm=  or   35900 ShanleyI mm= . 

In order to keep the general instability level higher than the panel buckling (≡  column buckling) one 
chooses the value of 

36312 ShanleyI mm=  . 

23.6.3 Application to titanium corrugation: 
For the Titanium corrugation the same analyses are analogously performed with the results depicted 
in Table 23‐3. 

Table 23‐3: Euler‐Johnson buckling fluxes and stresses at two probability levels 

 
Probability 
of survival 

crippn  

N/mm 

crippσ  

MPa 

colσ  

MPa 

coln  

N/mm 

50 %  150  557  532  143 
AISI 301 

99 %  125  464  447  120 

50 %  210  552  510  193 
Ti 13.11.3 

99 %  175  460  431  163 

 

23.7 General instability of the stiffened shell 

23.7.1 Assumptions 
• Infinite shell length 

• Smeared stiffness of the corrugated shell 

• Uniform axial load 

• Linear theory applicable 

• Chess‐board buckling pattern. 

23.7.2 Methods 
• Approximate  calculation  of  the  linearly  elastic  general  instability  of  orthotropic  shells with 

eccentric stiffeners by the linear theory of van der Neut’s [8] or by Eq. 17‐111. Determination of 
the classical critical buckling load. 

• Imperfection sensitivity considered by Almroth’s KDF  )/( tRρ , based on an equivalent  tR /  

• Plasticity considered by the Engesser‐Kármán procedure [9], based on the critical strain concept 
and on the  −)(σε ST curve, see Eq.23‐9 and the Figure 23‐7 and Figure 23‐11. 
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23.7.3 Van der Neut method 
The critical buckling load of orthotropic shells is in the case of  

• Ring buckling: 

  , 2 /( )crit ring x xn E r t a aθ θ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       23‐27 

• Chess board buckling:  

  ringcritchesscrit nn ,min, ⋅= η        23‐28 

The factor  minη in the case of chessboard buckling is the minimum of the following function 

 
YAY

FFYCBYYAY
Y

/1
)/()/1(

)(
2

++
−+++⋅++

=η .

   

23‐29 

containing the  later described parameterY . Eq. 23‐29 involves the also  later described parameters A 

through F. As a thumb rule, the minimum of  )(Yη  is around  CY ≅ , however,  min)( ηη >C  (is 
not on the safe side). 

In order to obtain a characteristic buckling load (or even a design buckling load) the critical buckling 
load is reduced by a KDF ρ , which can be taken from 

  54.0
%99 )//(48.6 tR=ρ ,  54.0

%90 )//(76.8 tR=ρ , 
54.0

%50 )//(86.11 tR=ρ  
23‐30 

with  

θII
t

RtR
x

x

+
⋅⋅= 428.0)/(       23‐31 

using the moments of inertia defined below. 

The  application  of  the  van  der  Neut  method  to  derive  minη   is  depicted  hereafter  in  detail.  As 
parameters are applied: 

a = outer radius of ring, b = stringer spacing, c = ring spacing, 

t  = skin thickness,  θtt x , := smeared thickness in  −− θ,x (ring) direction, 

bAtt xx /+= ,  cAt /θθ = , 

xA , ( θA ) = cross section area of stringer (ring) incl. effective width of skin, 

)(, θII x   =  smeared moment  of  inertia  of:  stringer  (ring)  incl.  effective width  of 
skin, 

xx II θθ ,  = smeared torsional moment of inertia, 

)/( xxx abaII ⋅⋅= ,  cII /θθ = , 

/( )x x xr I a b a= ⋅ ⋅ ,  /r I cθ θ= ,  /( )x x xr I a b aθ θ= ⋅ ⋅ ,  /x xr I cθ θ= ,  

θ

θ

at
att

G
EA xx

⋅
⋅⋅

⋅= 2 , 
2

2 3 2/( )
x x x x

x x x

r a r a aGB
E a r t a t a a

θ θ

θ θ θ

⋅ + ⋅ ⋅
= ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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Figure 23‐12: General instability of the orthotropic shell 

23.7.4 Numerical analysis of the steel corrugation shell 

23.7.4.1 Input data and results:  

In each particular case at first the parameters are calculated: 

( ) ( )0 , , , : 1000,1003.6,1005.3,980  xa a a a mmθ = , 

( ) ( )1 2, , : 0.15,0.10,100  t t l mmθ = ,  ( ) ( ), , : 0.160,0.269,0.238  xt t t mmθ = ,  

( ) ( ) 3
, , , ,, , , : 5.57,38.27,5.28,63.12  p x p x p x pI I I I mmθ θ θ = , and 

)06.5,51.14,51.3,15.4(:),,,( =FCBA . 

 

Figure 23‐13: Minimum search of  )(Yη ,  688.0min =η  
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Then  for  Y  several values are  taken and  )(Yη   is plotted, see Figure 23‐13. The minimum ordinate 
value is then found as  

)686.0,17.5(:),( min1 =ηY . 

For control, using as an approximation  14.51 3.8Y C= = =  the minimum search of Figure 23‐13 
delivers  min 0.75 0.686η = >  

23.8 Structural testing  

23.8.1 Sample tests with the corrugated skin 
In order to evaluate the local load carrying capacity of the corrugated shell crippling sample tests have 
been performed with both configurations. The description and the evaluation of the tests is shown in 
Figure 23‐14. 

T
u

2
T
L

460 

 

Figure 23‐14: Crippling tests with steel and titanium samples of the corrugated 
shell 

he strain‐gage measurements depict quite a non‐uniform stress distribution, probably due to a non‐
niform load application. This fact may explain the relatively large scatter of the results. 

3.8.2 Static structural tests with the corrugated orthotropic shell 
hree of the numerous shell tests are reported here, see Table 23‐4. The execution of the fairing tests at 
ehmwerder is shown in Figure 23‐15. 
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Table 23‐4: Scheme for orientation on example minimum values for buckling  
    FoS, special factors, and test factors for pressure        
    (values are fixed in each project) 

 
Objective 

Qualification of 
Load‐Case 

Maximum 
Local Flux 

Local 
MoS 

1 
Interface cold test

(at Hamburg) 
separation plane 

LC‐2: 

Maximum bending 
119 N/mm  0.13 

2 
2nd and 3rd 

stages warm test 
(at Les Gatines) 

mechanical + 
heating 

LC‐3: Max. axial 
acceleration + 

heating 
124 N/mm  0.41 

3 

Fairing + 2nd and 
3rd stages cold 

test (at 
Lehmwerder) 

mechanical 
LC‐2: Most 
complete 

configuration 
138 N/mm  0.56 

 

For the LC‐3 the MoS is calculated considering the maximum design flux  88 /xN N mm=  in Figure 

23‐4a as 
124 / 1 0.41
88 /

N mmMoS
N mm

= − = . 
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Figure 23‐15: Test set‐up, fairing tests at Lehmwerder 

23.9 General conclusions 
• In the case of orthotropic shells the critical load level for chess board buckling load most often is 

lower than that which causes ring buckling 

• Stiffeners outside of the shear‐carrying shell are more efficient (up to a factor of more than 2). 
Van der Neut’s method does not consider the influence of the boundary conditions 

• The empirical  formulas  from Gerard  [10] and  from  the NASA‐Handbook  [11] give unrealistic 
low values for stringer profiles. Anyhow, they are not applicable to curved flanges. 

• The models are validated in principle. 
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